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€ goan uit van cen commutatieve groep &, wecarvan de groepopcratic
als optelling geschreven wordt. Zen homonmorfe afbeclding 4 van G in
zich zelf heet ecen endomorfie. Daarvoor geldt dus

A(x+y) = Ax+iy.
Te definiéren nu som en product vau tvee endomoriieén door
(A+B)x = Ax+3x
(4B)x = A(Bx).
Het is makkelijk ha te gaan dat het resultaat weer ecn endomorfie is en
det de endomoriieén van G t.0.v. dege opcraties een ring vormen.

Laat nu G de additieve groep van ecn ring R zijn. Jan kunnen we aan
een element a toevoegen de afbeclding A=P(a) van de ring in zich zelf,
die gedefinieerd wordt door Ax = ax. Uit de ringaxioma's volgt dan

P(a) (b+c) = al(b+e) = b + ac = ¥(a)b + ¥#(a)c.
Pla+b)c = (atb)e = ac + be = Fla)e + ¥(b)e = (P(a) + P(b))e
Flab)e = (ab)e = a(be) = a(P(b)c) = P(a)(F(b)c) = (Pla)Kp))ec.

Hietuit blijkt dat F(a) een endomorfie is dat de afbeelding a-»F(a)
een ringhomomxfie is van R in de ring van endomorficen van zijn zdditieve
groep. Als R een één heeft (cen element e waarvoor geldt ea =.ae = a),
dan is de homomorfie zelfs eencenduidig (dus cen isomorfie), want wit
a £ b volgt Pla)e = ae = a £ b = be = F(b)e. In het algemeen behoeft
- de afbeelding niet cencenduidig te zijn; mcn bedenke dat men uitgaande
van een willekeurige commutatieve groep ceen ring ken krijgen door e
definiGren ab = O voor alle a cn b, In zo'n ring is F(a) voor alle a
de nulendormofiec Ox = 0.

De dorsnede HN K van twee ondergroepen van ceén commutatieve groep
G is een ondergroep. De groep voortgebragcht door cen williekourige deel-
verzameling V van G is de kleinste ondergroep van G die V omvat, dat
is de verzameling van dc cindige sommen § + ai(aiGZV). De groep voort-
gebracht door de vereniging van twee ondergroepen K en K is de som van
H en X: (H,K) bestaande wit de elementen a + b (2 € H, b € ). 4ls uit
a1 +b, =a, +b, (a;€H, b;€K) volgt a4 = a,, by = Db, dan heet de
som con directe som van H cn K: H + K. De structuur van de dirccte
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gom van H en K id door hi <¢n K allcen (dus onafhankelijk van G) bepaald.
Dezc is n.1l. isomorf met de z.g. abstracte directe som van I en K die
als volgt verkregen wordit: vorm de verzameling van de peren (a,b) met
2 € H enbe K en definicer (a1,b1) + (ae,bz) = (a1 + 32, '01-!- bg).
Deze is een groep die isomorf is met de dirccte som van I bestaande uit
(2,0) isomorf met H en ¥ = (0,&) isomorf met I.

Zen deelverzameling S van cen ring R hect een rechisideaal (T -ideacl)
resp., . linksidecal (l-idcaal), als zij cen additiceve groep is en als
uit 8 2 8, r€ R volgt ar € 8 (resp. ra € 8). Len versameling die zo-
wel r -ideaal als l-ideaal is heet cen ideaal (twecsijdig ideaal). Bij
ecn ringhomomorfe afbeclding ven 21 op ccn ring R' is dec verzameling der
elementen die in 0 van R’ wordcn afgebeeld cen idecal § en RY is ring-
isomorf met de rostklassemringR(mod 8).

De doorsnedc van twee r -idealen {resp. l-idealen) van cen ring R
is een r -ideaal (resp. l-ideaal), Het r -ideaal voortsebracht door eci:
declverzameling V van R is het kleinste r-idcaal dzt V omvav. Het be-~
stact wit de elementen Z(airi + niai) met a; gV, r £R,n, gehcle getal-
len. Ancloog voor l-idealen: ¥ ( ria; ¥ niai) en idealen ¥ (airi +
+ Sia’i +t.iaiui + rLiai) met aie v; I‘i,si; “ci,ui € R en ny gehele getallen.
Als R een één heeft kunnen de termen met gehcle coefficidnten wegzelaton
worden. Als V uit eindig veel elcmenten a1,a.i, 8, bestaat wordt het i--
deaal voortgebracht door V geschreven (a,, «u an)ai wen ideaal (a) howi
een hoofdideaal. De som{V,Tjvan ¥so declverzamelingen ¥ cn 77 is de verza-
meling der a+b(aeV,b&)s Als V en J beide r-idealen,l-idcalen of
idealen zijn is hun som hetzelfde. Het product V.J van itwee deelvcrzame-
lingen V en / is dc verzameling der a;b;(a € Vb e V). Als V uit
slechts één clcment a bestaat schrijven we ook wel a2 7. Ancloog Vb. Het
is een r-ideaal, als \ ecn r-ideaal is, een l-ideacl als V een l-ideaal
is. Als ecn ring dirccte som is van twee idealen A+D, dan is AB de nul-
ring (we schrijven dit ook AR = 0) want als agi,bed,

: dan is ab € A en cb € B en dus ab = 0, Dan is voor 8;€ A, biéB
(a,I + b1)(8‘2 + ’bg) = a,2, + byb,. De structuur van de ring is dan vol-
ledig bepacld door die van A cen D.

Zen ideaal P heet ecn priemidcaal als voor twec idcalen A en D met

A C P, geldt ACP of DCP.Deze definitie wijkt of van de in de commu-
tatieve ideasltheorie gebruikclijke, nisl. P heet cen priemideaal als

vit ¢b& Pvolgtb ae€ P of b € P (dew.z. de restklassenring nacr P bevat -
geen nuldclers). e tonen aan dat deze twec definities voor commutatieve
ringen o» hetzelfde ncerkomen. In een commutaticeve ring geldt n.l. ‘
(eb) = (a)(b), immers (r a + na) (s b + mb) = (rs + mr + ns) ab + mn ab.
Lact P priemideaal volgens de cerste definitie zijn on sb€P, ag P,

dan is (a)(b) = (ab)CP en (a) ¢& P, dus (b)CP, dus bEP. aat omgekecrd
P priémi&eaal zijn volgend dec¢ tweede definitie en A en D twec idealen
met ABC®, AEP. Dan is cr een & € A mot a ¢ P. Neem cen willekeurige bEB -
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dean is ab e B, dus eb e P, a7, dus beP. Dus 22 s
"fe merken nog op dat cocnring wet één o coen deelring £ 0 met één
¢' kan bezitten, zodat ¢ £ ¢'. .c nemen b.v. de ring met de vier cle-
menten O,a,b,c en de optellings—- on vermonigvuldigingstabel:

+/0 a b ¢ «i0 a b e
010 a b ¢ 0,0 0 0 ¢
aja 0 e b at0 o 0 a
bib ¢ 0 =2 b{0 0 b D
cle b a O et0 a L ¢

De vorzameling{0,a\is cen licharm met a als één.

“’e beschouwen nu ccn Sroep & oen ewn verzameling®l van candomorficen
van G; deze worden ook wel oreratoren genocemd. Zcn ondergrosp B hect con
. -ondersrocp (tocgelaten onder;;ro«,p), als voor ecn AF Q en cun
hé B zeldt Ah € H (kort geseireven$dl ¢ H). Mcn bedenke dat twee ope-
ratorcen die op G verschillend zijn, op H gelijhk kunnen zijn. i3s H
cen normale hv’-ondozgrcap 7an G is.kan mca de operatoren ook definizren
voor de factorgrocp door A(H + x) =1 + Ax. Dit ig inderdaad ecn cndc
morfic, want A(E+(x+y)) = H+i(x+y) = H+(Ax+iy) on A(H+x)+i(0+y)=(H+/ix)+
(H+Ay) =H+(ax+Ay). Allc dersclijle groeven heten §2 -grocpen. Len homo-
morfic B van cen ﬁ«groep& op cen .Q-groep G' heot een SU-homomorfie
als het een homomorfie is en Di = AB voor alle A€ . Zvenzo (¢ —isomor-
fie, C¢ —cndomorfic. De (2 -endonorficén van G zijn dus die elomenten
van de endomoxfiedwing &e met §2 verwisselbear zijn. ils G tovens edditiove
groep van ecn ring is, spreken we ook van §¢ -idealen enz.

Te beschouren nu n-rijige vierkante natriccs (aij) met elementon

1] ]
3 Sy .l o o 3 3 > s . o3l T3 igrery = . TN
uit e:n ring R, e schrijven ze 2 ey 235 on definiren (7 eljais)

(2 eiébij) :Z eij(aij+bij)§ (= 01;1 13)(401‘11313)““" elj(ialkbka)

Key

De matriccs vormen dan con ring, de volle mabrixring R _e Dezc bevaj

cen declring lsomori met R, nvl. Destaande uit de ulerzen:ccn T 244 (w
waarin Gij het Kronceker-symbool is:

Xi:) =0als it ] en Zij =1 als i = j. ils I Jeen één heeft

19

<

is 045 seen element van de ring en moeten we het duszo opvatten, dat

ag’ij =0als i# j, en agjj = a als 1 = j. Tc identifi:cren desze
declr::.ng, met R dan is R C R, Als R een ¢én heeft definilrer weo

Zhq =2'e, . (S &y p ¥y, dat is do matrix met op het snijpunt van dc
¢

P T

—
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J
j en de q kolom een 1 cn elders nullen en dan is Semcﬂii =
E ay
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Kel (r; il i rzi Lep wmzg
‘o R . ) celdt .. 1 ::'::1‘. ? “ = ol ;7 M
=3 ”iaals Vcrdv¢ geldt Ziy S Jlel,‘§;d1 1 ¢n voor a E R:
ab,. = I,.a. Als omgekecrd S een ring m=t één 1 is en elementen

~i
, - - - . -
P, j? i,J5 1,4404n) bevat, die voldoen aan Big €1® ik Pil en ;E,F = 1

en S bevat een deelring D zodat 1 & R,a@ij= rija voor alle a € 1 en

ieder element van S is op één en slechts €én wijne te schrijven in de
gedaante :f < Fijaij’ dan is S isomorf met Rn‘

e bevijzen mx twee stellingen over matrixringen Kn, als I een
scheef lichaam (niet-commutatief lichaam) is. e noemen een ring
enkelvoudig als zi] geen idealen bezit behalve het nulldeaal c¢n de
ring zelf. Ve noemen cen l-ideaal ven een ring irreducibel als de rin:
geen l-idealen bevat die in het gegeven l-ideaal bevat zijn, Lehalve
het nulideaal en het l-ideaal zelf (analoog voor r--ideahen en idcalen’ -

De ring I is enkelvoudig, als I een scheef lichaam is.

n
- - . - - o 'er. . "“ - =
Bewijg: Neem ecn ideaal A 4 O in Kn en hierin ecn elcnent a

=7 = 13843 £ O.
m
¥u is ;i‘ Zrp qk = ay,
niet alle = 0, dus er is ecn b € X mct b ¢ A, maar dan is ook D L.
=1 &4, dus L = ss.n.
Als T een scheef lichaam is, is &e ring F een direcihc som van
n irreducibele l-idealen, dic¢ onderling 1somorf ziin.
Bewijs: Voor een vaste k is K Ekk een l-idecal, .l¢t begtaat blijkraar
uit de elementen van de vorm.Z:Elkaik(maﬁrlces mearin overal buiten
de k% kolom nullen staan). Laat 4 een l-ideaal 4 O zijn, bevat in Lnﬁli
en hierin een clement a = %f D84y £ 0 en wel met 2o £ 0, dan is

L4

a | dus g & A voor alle p en g, maar deze zijn

Ekk = Ekpapqa € A dus K Eka:A, dus KnEkk = A, Dug K Emy is irreducibel.

Elaarblijkelijk zijn alle hnEkk isomorf en is K = Inqﬁ+vne+\ﬁuqﬂ

cen directe som.

Een commutatieve groep G met een operatorenverzameling @ die ecn
scheef lichaam is, dat de identieke endomorfie bevat, hect ecen Tected -
ruimte. De identieke endomorfie is dan natuurlijk de één van @ Jdear in

1>1eder element £ O een inverse (links—- en tevens vrecihitsinverse) be-
zit, zijn alle endomorfiecn van Q eeneenduidige endomorfiecn van G op
zichzelf; in ¢ zijn alle elcmenten # 0 automorfieén van ¢ (isomorfe af-
beeldingen van G op zich zelf). Zen ¢ -ondergroep van G heet een deel-—
ruimte.
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De elementen van @ heten scalaren; we schrijven ze met kleine Griekse
letters. Dan geldt duso({a+b) =o{a+o(b,{ o +0 Ja =qa +fia,( X2 )a =
A( QA a), 1a = a; dat zijn juist de eisen die men gewoonlijk aan een
vectorruimte stelt naast de eis dat ze een groep is en de scalaren een
lichaam (in ons geval een scheef lichaam) vormen. Dr moet verder nog
gelcéen dat uit o/x ==px voor alle x volgt dat of =3 hetgeen zo is
mits G niet de nulgroep is. 7e stellen nu nog de eis dat de ruimte ein-
dig dimensionaal is, d.w.2., er zijn elementen @yrenvs8y zodat leder
element te schrijven is als 0(1a1 S I +9(nan’ e laten nu van de ay
zoveel weg tot ze een minimaal stelsel (basis) vormen, d.w.z. tot ver-
dere weglating leidt tot verlies van de eigenschap dat ieder clement
van ¢ als lineaire combinatie istwschrijven. Onder de systemen ay zijn
de bases gekarakteriseerd door de eigenschap, dat de schrijfwijze
Y A 48y ecnduidig bepaald is (of dat uit Zo(iai = 0 volgt Xy = O voor

alle i), Immers, als Zo{ a; = 0 en bave of4 £ 0 dan is a, =

= ii(-* O'(1 10{ i)al, dua 31 l«.gzri weggelaten worden. Omgekeerd als ay
weggelaten kan worden is a; = ;{iai en a, + i (- 7[1)&1 = 0., e .
berijzen nu dat het aauntal elemen’sen van een ba'sn.s van G constant is,
Stel twee bases a;, «»s , 8, en by, oo boenn { n. Dan is by =

= ‘511 ; en niet alle 13 = 0y buve /3“ # O. Dan is ay =

\;:t.. 5

ﬂﬂ b + gj( /5“ ﬂ“l:.)ai’ dus b,‘a »oses s 8y is een stelsel
waarin alle elementen van G uwit te drukken zijn. Het is echter zclfs
een ba51s- gtel ndl. O = §1b1 + g% ; 8y t,,/gﬂa + ‘i (§1(3m+§ )g
dus (311 = 0, §1 = 0, maar uit %a. = 0 volgt $.7= 0. Stel nu
k elembnt n a; door b vervangen: bﬁ, ,..K, bk' akH, cev g 2y zodat
dit systcem ecn ba51s is. Dan is bk+1 = pk+1 i i Z‘m K+, 184° Hiet
alle X,_H 4 ziin nul, omdat by, Ae. , b ‘sen basis is, .v.)’k+1 - £
Dan is vwe cor als boven 8y 41 uit te drukken in b1, cee bk’bkﬂ ’vak+2"“an

Wt
it svsteum is nn een basis van ¢ want uwit 0 = Z&i 5
* L_th is & (SL+1/3K+1,1+ FRLICESUPE SO k+1ak+‘1 +
2. ,
£
T (§k+15 k+1, § 125 VOLEY b yeiq ¥ kat,keet = O Siaq = O
maar uit g % ‘51 a; =0 volgt %1 C voor alle i. Ve kunnen
hiermee doorgaan tot we vinden dat b'l’ eev g bm 18442 +ee 2 GEn bagis

is, maar dat is niet zo want a meq? *c¢ 8y zijn eruit weg te laten.
Evenzo weerlegt men m >n; dus m = n,

Len 43—- endomorfie A van G heet cen lineairce transformatic van G over
¢). Nu vormen in iedere »ing de elementen, die verwisselbaar zijn met
de clementen van cen vaste declverzameling van de ring, zelf ecn ring,
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Dus is de verzameling lineaire transformaties cen deelring I vgn de
endomorfieénring van G. Als 4 een lineaire transformatie is en aT,...,a
is een bhasis van G over é), dan is A volledig bepaald door de beelden
Aa;; want als x = P2 §iai’ dan is Ax = A ig—iai = 2 ASay =
= 3 {;i(Aai). Omgekeerd als we n willekeurige elementen Yyseres¥y uit
G kieczen is de afbeelding Zgiai—-v Zﬁ&iyi een lineaire transformatie
Ly maarvoor Aai = ¥y In het byzonder is er bij icdere X & Q) één en
slechts ¢én linemire transformacie x' zodat gq‘aiuc<ai. Mon bedenke dat ('
behalve van & ook van de keuze van de basis afhangt. Volgens deze toe-
voeging is ( &'+ ﬁ")ai =o(‘ai+/:5‘ai =oi'ai+ ,Oai = (& + (2 )B.i = (J(+f-’a}'~«'
en (a'p'lay = «'( p'ag) =o' (ray) =(='Q)a; =( p«')ay =
=3 D(‘ai) =p(o( ai) = { B )ai = ( 2 )‘ai. De toevoeging is verder na-
tuurlijk eeneenduvwidig. De o' vormen dus een scheef lichaam ¢:‘ dat in-
verg-isomorf (of anti-isomorf) is met ¢ (daarmee is bedoeld cen eeneen-
duidige toevoeging « — x' zodat uwit ¥ - X ' en /B> @' volgt
A+ - x4 ALoen /3 —~> i o ). Nu is G ook een vectorruimte over Q)‘ .
Dan is ieder element blijkbaar te schrijven in de vorm Eg’g uyr Qus
Qq3+++38, VOrmen dan ook een basis en ¢ is n—-dimensionaal over ()‘ . De
endomorfieén X € ¢ zijn verwisselbaar met de elementen van §' en vor-
men dus lineaire transformaties van G over Q)‘; ze zijn blijkbaar op
dezelfide wijze aan A ' toegevoegd als eerst »' aan o ; dus (X ')' = &

Noem #.. de lineaire transformatie van G over ¢ gedefinieerd door

13 ~
- - - > -, . —-— .
5 = P 8. Saes OfF = o= Lt S L.
3548 = 03p84e Dan is (.uia o )ar X byr 8y (% “13)8’1-’ dus Byy is
ook een lineaire transformatie van G over ¢'. Als 4 een willekcurige

1 : _ - & i~ ! 3 o 3 "i'. 1 . -
lineaire transformatie is met Aar = Zo( 1r8i dan is ook (Z _Lalj 2 i;)ar

n

=5 o 5,84, dus & = zgij“'ij‘ Omgekeerd is iedere 'ZEij fgij een
H L, L,
lineaire ‘transformatie A, waarvoor geldt Aar = ; D{irai' Jedere line-

aire transformatie is dus op één cn slechts ééd wijze te schrijven in de
vorr;g Eij o iy net y* 13 & é)‘ + Tenslotte geldt Eijﬂkl = chjlzbil en ;Eiiz'; R

pud T isomorf met N

De ring van de¢ lineaire transformatiesvon con n-dimemsionalc vector-
ruimte over eon scheef lichaam ¢ is isomorf met de matrixring fb‘n,
waarin ¢' een schecf lichaam is, invers-isomorf met o

e willen mu het centrum C van L karekteriseren. Onder het centrum
van c¢en ring verstaat men de verzameling der clementen a wasrvoor geldt
ax = xa voor allc elementen der ring (dus de elcmensen die met alle ele-
menten der ring verwisselbaar zijn). Z4oals we al ecrder zagen geldt voc
de elemimten van een matrixring (])’n: Oi'pq“ %Ekp( > Eij“'ijmqk' Als
A = ?: Z33%"45€ C dan is A voerwissclbaar met alle Iy, en daaruity
volg'ﬁé‘g"pqﬂz Oﬁ'pq_’ dus O(‘Pq =0alsp £qen o(’pp .= A voor alle p, dus
A= x'& ¢’ , dus € is het centrum ven §'. Om het centrum van ¢ te be-
palen, bedenken we, dat dit blijkbaar gelijk is aan ¢ N ¢ o
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is bevat in bhet centrum van ¢’n ¢n dus in ¢'.« Dus is het centrum ven ¢
gelijk aan @ N @'. Cm rcdencn van gymmetric is dan ock het centrum van
¢* zolijk aan ¢ N ¢ cn dus is C = ¢ N ¢'. Als P commtatief is, is
»' =o en dus onalThanlielijk ven de keuze van de basgis. ¢ is dan hct

centrom van L. '

¢ merken op, dat naast de op ped voor con ring R gedefiniecrde ring
der linksvernenigvuldigingen, ook ecn ring der rechtsvermenigvuldigingen
G(a)x = xa bestaat dic anti-homoriorf is met Re

we gaan nu uit van cen n-dimensionale vectorruimte & over een (com-
mutaticf)lichaam Q en nerien aan dat G nu additieve groep is van ecn
ring 1 en wel zo dat in de endomorficénring zowcl de cleumenten van de
ring der linksvermenigvuldigingen als die vaun de ring der rechtsvermenig-
violdigingen verwisselbaar zijn met ¢. Dan hcet R cen hysercomplex systeen

)

of ecn (associatieve) algebra over ¢. Dat betekent dat aan de eisen van
cen vectorruimte wordt toegevoegd, dat ¢ commutaetief is, dat cr in R
een vernenigvuldiging gedefinicerd is zodat R cen ring is, cn dat voor
o € P, 2a€ R, DE R geldt (La)b = alAb) = X (ab). Als R ecn één ¢
hceft vormen de ¢ ecn deelsysteem van R isomorf met ¢ en kunnen we
R opvatten als cen uitbreiding van @. Dan is tevens icder ideazel ccn
¢~ideaal.

In con algebra geldt (a(a)(fOb) = (« /2 )Y(ab). Dasruit volgt dat door
de vermenigvuldiging van de basiselementen, die van de elcnenten van de

hele algebra bepaald is, "ant als a;a; = 5:) 3 s dan is .,
(Z;lal)( Z)zaa) /:» (§lg g(aa z(bl)zjﬁlak)ak Om
van ecn vectorruimtc epn algebra te mahen is h@u voldocnde de vermeniz-
vuldiging van de basisclementen zo tc definiéren, dat deze associatief
ig. Dit geeft voor de structuurconstanten b:gk d¢ voorwanrde

; \51313113;1 = ; $5:1 7 iime
¢ kunnen het begrip algebra generaliseren door voor ¢ gen mille-

kuurlge deelverzameling van de endomorfieénring van de additieve grocep
van een ring R te¢ nemen. e spreken dan van een ¢~ring, als de elementen
van ¢ verwissclbaar zijn met de rcehtsg—en linksvermenigvuldizingen.
Door ¢ lezg te nemen krijgt men dan cen sowone ring.

’¢ beschouwen nu cen willekeurige verzameling R ¢n cen “lasse ¥ van
dceclverzamnlingen van Ra 7Je noemcn A € L}« cen minimaal clement van ‘7‘/
als vit X €y , X C A volgt X = A. Hatuwurlijk kan ‘f’ mecr dan €én mini-
macl element bevatten. e noemen A& het kleinste element van L als
AC % voor alle X € ¥ . Natuurlijk bevat Y hoogstens één kleinste cle-
ment. ﬁlss}# cen kleinste element bezit, is dit tovens het cnige minimal
element,

zeggen dat %’aan de minimumvoorwaarde voldoet als icdere niet-le-
ge declklasse $2( ¥ cen minimazl elcment bevat.
Yle zeggen dat y’uun de dalcndawlcttlngchrwaarde voldoct al» bij
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iederc rij T&le:yV s waorvoor geldt "HQCD jn+1 cen natuurlijk getal k te
vinden is, zodet U, =V, voor n> k. (dc ketiing "breckt afnw).

Dezc twee voeorvacrden zijn acquivalent. Immcrs als de minimumvoor-
maerde nict geldt is in cen declilasse van ¢ zonder minimaal clement
matkelijk cen nict afbrekende dclende ketting tc vinden; als de mini-
mumvoorwaarde wel geldt, breekt bij de index van het minimale clement
uit dc klasse der ?n de kctting af.

Gehecl ancloge beschouringen hunnen worden gcehouden over maximaal,
grootste, maximumvoorwaordc on stijoende-kcettinivocrwacrde.

e tonen nu cerst aan dat voor vectorruimten zowel dc mininmmvoor-
waarde als de moaximumvocrwaarde voor deeclruimten acguivalent is met de
eindigrdinensionaliteit (deze voorwaardcn zijn dus in dit goval altijdbe:
& wl of becide nict vervuld). Dacrtoc bewijzcn we ccrst, dat ccn cchte
declruvimte H van ecn n-dimensionale vectorruimtc G eindigdimensionoal
is met dimensie n jLn. Als in ecn vectorruimte b1,...,bk onofthankelijk
zijn (d.wez. uit fﬁ’cibi = 0 volgt, dat alle (?i = 0) en b4 is
onafhankelijk van b1,...bk(d.w.z. er geldt niet by ., = 2;!3ibi)' dan
2130 byyees,b by . onafhankelijk. Immers uit ﬁ‘pibi = 0 volgt, dat
alle /31 = 0 zijn, of K3k+1 # 0; in het laatstéwgcval is bk+1 afhanke-
lijk van b1,...,bk. Als H de nulruinmte isg, is H C-dimensionaal. Kies

enders in K een b, # 0 en vorm R24b,0 A, doorloopt 0). 4ls L daarmce
nict vitgeput is gaan we door nct cun b2 cn vormen £1b1+,32b2 €NZ.
~Steeds zijn daarbij b1""’bk onafthankelijk, Als na m stappen (m<n)

H uitgeput is, is H m~dimcnsionccl en gijn we klaar. Als dat nict zo
is zijn eraP1,’..,bn t¢ vinden, alle in H, die onathankelijk zijn. De
clementen Egyzibi(lgidoorlopen ¢) vormen cen declruimte I van G, cn wel,
omdat . C H, ccn cchic declruinte. Als Qyseevsd, CCN basis van G is,
is ¢r minstcns €én ay, waarvoor aigf K. Nu gaan wc aan bq,...,bn als
boven achtercenvolgens 8,485 Cnz. tocvoegen en krijgen zo tenslobtte ecn
bagis van G die uit mecr dan n elementen bestaat, hetgeon cen tegzen=
spraak oplevert.

Uit het bovenstaande volgen voor n~dincnsionale ruimbcen nu dircet
beide kettingvoorwaarden, daar ccen koetting nict mcer den n+1 verschil-
lende declruimten kan bevatten.

Als omgckecrd de maximumvoorwasrde voor éeelruimten gceldt, is
volgcens het bovenstaandce procédé cen stijgende ketting declruimbern te
construeren, die afbreekt en zo de eindigdimensionaliteit levert. Laa
nu de minimumvoorma§rde vwor declruimten vervuld zijn. Stel dat de ruim-
te G niet cindigdimensionaal is, dan is volgens bovenstaand procéddé ecn
oneindige rij elementen byybsyees te construersn, zodat iedere eindige
deelverzameling eruit een onafhankelijk stclsel vormt. Vorm nu de deel-
ruimte H voortgedbracht door bi(i,};« 2); deze bestaat blijlkbaar uit }:Aibi :
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met slechts cindig veel A; # O. Nu is by € H, want als by € H was,
was h1 afhankelijk van cun eindig stelsel der bi' H isg dus ccn cchte
deelverzomeling van G en bovendien niet eindig dimensionacl (zij bevat
deelruimten van willekeurig hoge dimensie). Op H kunnen we hetzelfde
proc.s weer toepassen enz. en zo ccn niet afbrekende dalende ketting
verkrijgen, hetgeen cen tezensprack oplevert,

Het is triviaal, dat als y’aan de minimum~;fsp. maximumvoorwaarde
voldoet, hetzelfde geldt voor cen deelklasse 2t €Y . Lus gelden in
¢en hypercomplex systeem de maximum- en de minimumvoorwaardc voor G=1-3ic -
alen, ¢ -r-idealer cn @~ idcalen.

De klassgicke structuurthcorie van ‘fedderburn voor hypcercomplexe sysho-
men werd door Artin gcezeneraliscerd voor ¢-—ringen, mgarin de ﬁwl—iden
alen acn de maximum— c¢n minimunwoorwaarde voldoen. Jit is indordaed
ecn uitbreiding, want hieraan veldoen uiteraard alle eindige ringen
en de¢ resthilassenring mod m in de¢ ring der gchcle getallen is, als nm
geen pricmgetal is, geen hypercomplex systccm.

Later is het gelukt uit de voorwacrden van Artin dc maxinumvoor-
waarde nog weg te laten. Ook dit is ecn uitbreiding; neem het systeem
bestaande uit oneindige rijen nullen en enen, waarin cvenwel slechts
eindig veel .enen mogen voorkomen en definieer optelling door op e
tellen alsof het duaal geschreven natuurlijke getellen waren, dus met
tweetellenoverbrenging, maar laat hetgecn er aan de voorkant eventucel
uitgeworpen wordt weg. B.Ve

1001110101 +es

1100111000 «.s
0110101101 ...

Het is duidelijk, dat dit systecem ecn commutatieve groep vormt. We
bewijzen dat alle echte ondergroepen eindig zijn cn de ondergroepen

dus aan de minimumvoorwaarde voldoen. Stel ecn oneindige ondergroep H
dan bevat deze voor ieder natuurlijk getal n een eclcment met een 1 rechis
van de n° placts. Stel ecn clement a € H met zijn meest rechtse 1 op
de m® plaats, den is 2% 'a = (1,0,0,...), dus (1,0 0,...) ¢ H, 2°72a
= ( #,1,0,0,.04.), dus ook {0,1,0,0,¢.4) & H enz; dus H bevat alle ele-
menten met nullen voorbij de n® plaats. Dacr dit voor iedere m zeldt,
is H de hele groep. De groep voldoct echter niet aan dc maximumvoor-—
waarde voor ondergroepen, want voor iedere n is de verzameling van
elementen die voorbij de n® pleats nullen hebben ecn ondergroep, ¢©n
deze ondergroepen vormen een nict— afbrekende stijgende keten. liaken
we nu van dc groep ecn »ing door dc definitie ab = 0 voor alle a c¢n by
dan zijn alle ondergroepen tevens l-idealen; de verkregen ring voldoet
dus wel aan dc minimum~ maar niet aan de maximumvoorwacrde voor l-idca-
len.

+

png
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Een matrixring ¢, over ccn lichaam ¢ is blijkbaer cen hyper—
complex systeem van reng n2 met basiselementen E;; . Neem nu
omgekeerd een hypercomplexsystecem G met één over¢ . Dan isg dit
isomorf met de ring der linksvermenigvuldigingen en dser deze
lastste verwisselbaar zijn met de elementen van ¢, zijn het
lineaire transformaties van de vectorruimte G over¢, welke
laatste een ring vormen, isomorf met ﬁh ( ¢ is nu commutaticf
verondersteld)., Dus G is isomorf ( en wel @ - isomorf) met een
deelring van ;é” . Als G geen één heeft kunnen we het inbedden
in een hypercompex systevm met één door cen basiselement 2,
toe te voegen en te definiéren 8, 8 =285 8, =2y Het zo ver-
kregen systeem is isomorf meteen deeltringven een matrixring
en dus G a fortiori. Dus;

Een algebra over een lichsam 1’518 isomorf met een deelring
van een matrixring over ¢.

Een element a van een ring heet nilpotent als er een na-
tuurlijk getal n bestaat wasrvoor a= 0. Eenm deelverzameling
van een ring heet een nilverzameling als alle elementen van de
verzemeling nilpotent zijn. Een deeclverzamelingyvan een ring
heet nilpotent als er een natuurlijk getal n bestaat, zodat
het produet van n factoren V(ook geschreven Vn) alleen uit het
nulelement bestaaty d.w.z. als leder product van n factoren
2y a2.....an uit V nul is. Uiteraerd is een nilpotente verza—
meling een nilverzamelings het omgekeerde hoeft niet te gelden.
De betekenis van begrippen 2ls nilring, 1 - nilideaal, nilpotent
r - ldeaal enz. is nu wel duidelijk.

Een element efo van een ring heet idempotent als 92 = €.
Een idempotent element (kortweg een idempotent) e heet primi-
tief als het onmogelijk is twee idempotenten e, en e, te vin-
den, zodet e = e, + ey en e, e, = e, e, = 0. De betekenis vau
het laatste begrip dplijkt uit het volgende.

Last een commutatieve S$L-groep directe som zijn van Si-
ondergroepen ¢ G = (}1 +evat Gn‘ Dan is iedere x¢G op één en
slechts een wijze Ye schrijven als X = X; +...+ X, (x5€ G4).

De afbeelding E, x=x4 is dan een %2 endomorfie., Hiervoor geldt:
ES = B, , E, E; =0 als 1#] en By +...E; = 1 (de identicke af-
‘beelding). Als er omgekeerd n Q-endomorfieén P, bestaan, zodat
Fi =P By Fj =0 als i#j en Fy +.00+ By =1 en we definié'ren‘
G; als het beeld van G bij F; (G; = F; G) dan zijn Gy L ~onder-
groepen en G = Gv,; Fooot Gn en de bij deze ontbinding horende
Ei zijn gelijk aean &Fi.vrarder is als E een idampqten’se St-endo
morfie is en Zy is de verzemeling van de ¢lementen z ven G
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wa rvoor. Bz = o (dit is blijkbaar een S?rondergroep ven G), G =

zEG-t-ZE , want E(x ~Ex) =0, enalsEx+z=0enk z = o,

dan is 0 = B(E x + 2) =E x en z = 0. Als ZE"O, dan is bij iedere

x een y. te vinden zodat x = Ey,” dus E x ==E ¥y =Ey., = X, dus

E = 1. Als Z # 0, dan is er een idempotente & Qendomo:cfie E ' zodat

E+E = 1, E E'=E'E = 0, dus 1is niet primitief. In een %l -en-

domorfieénring is dus 1 dan en slechts dan primitief als het de enige

idempotent is. We ncemen een idempotente Gl ~endomorfie een projeciic,

We noemen ecn 32 ~groep G onontbindbaar als de enige manieren wasrcy

G als directe som van twee St ~ondergroepen te schrijven is, zijn

G=G+0enG =0+ G, Een%~-groep G is dan en slechts dan onont-

bindbasar als de identicke endomorfie een primitieve projectie is.
Als G een commtatieve Si-groep is enk eenilendomorfie, dan noe-

men we ZA de verzameling der elementen z, waervan A z = o3 4it is

weer een i¢ - ondergroep. Blijkbaar is 2, 2,2C€2,3<C +ous. Als

Zik = ZAk+1v dan is ook ZAk+1 = ZAk+2 = .., 3tel n.l., zé& L,4+2 » dus

A1:4—2

£ = 0, dus Ak+1(A z) = 0, dus A z¢ ZAKM’ dus 4 ze ZAR , dus

k+1

o= 454 2) = a¥*z, qus z ¢ Zyk+l . Stel m 4G =G en 5, £ o,

dan is er een z £ o met 4 2z =o, bij z ie er een x zodat z = 4 X

(dus xf ZA) en o = 4 z x A°x (dus x¢ %, .2) . Dus bevet 7,2 in dat
geval meer dan Z,; we schrijven dit ZA2>ZL (dus z‘,g_,z en 7,2 £ Zj&)°
Op deze wijze verdergaande vinden we ZA<'Z£.$2 <ZA3 € +ve» Hieruit vin-
den we:

Als de Si-ondergroepen van G aan de maximumvoorwasrde voldoen en
4 1is een S¢-endomorfe afbeelding van G op zichzelf (L G = G) dan i
4 isomorf (Z = 0), dus een 5? -automorfie.

Beschouw nu de ketting G DA 6D2% > ... 4als &% = &1, dan is
AkHG +2G = ... Dtel nu Z, = 0 en ikkG = k'”(} dan is er bl;; iede~
re x een § te vinden zodat ﬂ.ﬁ y aus o = A(4%x - ¥ )
dus Akx = Ak 1y , dus Ik 1(} AkG enz., A G = G. Hieruit vinden we.

Als de $ - ondergroepen ven G aan de minimumvoorwaarde voldcen
en A is een ¢~ isomorfe afbeclding van G in zichzelf (Z = 0), den is
A een afbeclding op (A G = G), dus een (t ~automorfie.

Door combinetie vinden we:

Als de 2 - ondergroepen van G aan de minimum~- en aan de maximymvoor-
waarde voldoen en A is een 32 - endomorfie, dan is A een antomorfie
of 4 G<KG en Zﬁ;é 0.

Als de maximumvoorwzarde geldt is er een kleinste k waarvoor

Zpk = gkt X X
Daarvoor geldt Z£knAkG = 0, Stel n.1. W = A'x en & W = 0., Dan 1is

Aka = 0 en,daar ZAZK = Zé.k y O = Akx = W,
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Als de minimumvoorwaarde geldt is er een kleinste m waarvoor ARG =
A1, Daarvoor geldt ¢=(A"¢, 2 m)’ want bij iedere x is er een y te
K

vinden zodat A™x = Azmy en dus is A™(x-A"y)=0 en x=(x-ATy)+A"y&(z m,AmG}.
A

Als de maximum—- en minimumvoorwaarden beide gelden is k=m, Uit

Z 1 +1=% 3 Volgt namelijlk dat voor de door A in de Y -ondergroep Wb
A A

geinduceerde endomorfie B geldt ZB=O, Daar ook in AkG de minimumvoor-
waarde geldt volgt daarvit B(a¥@)=a¥e, dus aA¥*1g=4¥e, cus m < k. Uit
AmG=Em+1G=A(AmG) volzt, daar in APG de maximumvoorwaarde geldt, voor dJdv
in A™G door A geinducecrde endomorfie C, dat 2,=0, dus A% ZAzO. dug
Z =2 _, dus k {m. Dus k¥ = n, en in AKG is A een automorfie. Ver-
Am+1 AR !

der is in €¥:natuurlijk A nilpotent., Dus

Stelling van Fitting: Als in een commutatieve 51 —groep G de Si-
-ondergroepen aan de aeximun- en de ninimumvoorwaarde voldecen is bij
jedere §2 -endomorfic A een natuurlijk getal k te vinden, codat G=

==AkG+ZAk (directe som), waarbij A nilootent is in Z . en een automor-
fie in AkG.

Fen direct gevolg hiervan is:

Als in een commutatieve 52 -groep G de {2-ondergroepven aan de maxi-
mum- en de minimumvoorwaarde voldoen en G is onontbindbaar, dan is ie-
dere S? -endomorfie van G nilpotent of een automorfie.

Een comuutatieve 3 -groep G heet volledig reducibel als bij iederc

gﬁ-ondergroep H van G emn fZ—ondergroep H1 van G bestaat, zodat G=
=H+H1‘
Een gznondergroep H van een volledig reducibele 5?~groep G is vol-

ledig reducibel.

Neem een ! -ondergroep X van H. Dan is er een K1, zodat G=K+K4, Gus
H=(K, K, N H); verder is K A X,=0, dus K O X, A H = 0, dus H=K+(K, 1 H).

In een volledig rcducibele 5 -groep volgt de minimumvoorwaarde voor
2 -ondergroepen uit de maximumvoorwaarde voor §E~ondergroepen en omge-
keerd,

Bewijs: Neem een nict-afbrekende dalende ketting G:Gd,> G2,> G3:>...e

Er zijn dan Gi # 0 voor i3> 2, zodat Gy_4=G;+G';. Dan is G, =G',+G,=

= G' 4G 3+Gy=... en Gy <QG'2+G'3 <G +G' 346", < ... is een niet-afbre-

kende stijgende ketting. Dus uit de maximumvoorwaarde volgt fe minimum-
voorwaarde, Neem nu een niet-afbrekende stijgende ketting O-<G1< G2<;...
Bepaal G', zodat G=G,+G', en G', voor i>1 zodat G'i~1=(G'i~1r] Gi)+

+ G, Nu is (Gi’ G'i) > Gi—-1 en (Gi, G‘i) D’Gi~1 {omdat Gy > Gi~1) ¢
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é'Gi, G.-i):i(Gi""’ Gi_,,) ea met inductie: (G, G’i)zG. Nu is
.- nsinG y= 0, mear G‘i”Gi {‘G'i-'l (omdat G'iCG'i_1), dus
iﬂ 'i = 0, dus G= G + G‘i. Hieruit volgt G—'i< G'i 43 dus
G* )G'27 ... ‘i8 een met-—af’brekende dalende ketting. Dus uit de
minimumvoorwwrde velgt de meximumvoorwearde.

Als G volledig reducibel is en aan de maeximum- of minimumvoor-
warrde voor S}?-wcndergroepen (en dus aan beide) voldoet, dan is
G = G,+ ....+G,, wasrin G; enkelvoudige (of irreducibvele) '’-onder-
groepen zijn. Als omgekeerd G = (G yeeasGy) en Gy zijn irredusivele
9 -ondergroepen, dan is G volledig reducibel en voldoc, aan noxi-
mum- en minimumvoorwaarde.

Bewijs: Eerst concluderen we uitsluitend uit de maximumveoer-
wasrde, dat G te schrijvenisGs= G1+...+ Gn, wearin Gi onontbindbanr
zijn., Stel namelijk dat het niet kon, dan was G = G+ G', met G,::".- Q
&'y # O en minstens &én van beide (b.v. G',,) ook niet zo te schrij-
ven. 6‘1 splitsen we weer op dezelfde wijze verder enz. en krijgen
zo voor iedere n : G = Gy+e.odG + G’n. Dan vormt G1<G1+ Gp <ene
een niet-afbrekende stijgende ketting. Stel nu in het gevel,dnr
G volledig reducibel is, zc 'n schrijfwijze gegeven en laat Gi niet
enkelvoudig zijn. Dus is er een G'imet 0<’G’i< Gi' Daer Gi volledig
reducibel is is er een G"i zodet Gi = G'+ G“i. Masr nu is ook
0<G”i< G; en dit is in strijd met de onontbindbarrheid ven G,.
Dus zijn elle Gi irreducibel, Laast nu G = (G'I""’Gn) met irreduci-
bele G,zijn. Neem een S —ondergroep H van G. Dan is H0G,= 0 of
HOG ;= G;. Als de laatste betrekking ven alle i geldt is H = G. An-
ders is er een 1, zodet HAG; = 0 en dus Hy= H + G; . Net H4 herhelen
we hetzelfde proces en vinden Hq = G of er is een i % i; zodat
H.,ﬂG = 0 en dus H2 =H+ Gy ¥ G . Tenslotte v:.nden we G = H + Gi
+...+ Gi = H + K wasrmee de volledlge reducibiliteit van G is zan~
getoond. Or de maximumvoorwsarde sen te tonen, merken we op, dat we
volgens het bovenstaande, als complement ven H in de directe son
steeds een som van Gi‘s Imannen nemen en wel zo dat als we H vergroter.
de som door een deelsom wordit vervengen. Nemen we nu een ketting
H1 CHQC «ee €n vormen we de complementen op de beschreven wijze, dra
~kunnen er slechts op eindig veel pleatsen {(in de ket.ing staszn, want
telkens waar det gebrurt verdwijnt minstens één term uit het comple-
ment. De ketting breekt dus af,
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Ale R een ring met één 1 is, beschouwen we zijn additieve groep als
een §¢ - groep, waarinﬂ? bestaat uit de linksvermenigvuldigingen van R.
Nu zijn de $? - endomorfieén van de §2 - groep juist dc rechtsvermenig-
vuldigingen. Last n.l. P(a)x = ax ecen linksvermenigvuldi_ing en G(b)x=-
= xb een rechtsvermenigvuldiging zijn, dan is F(a)G(b)x = Fla)xb =
= axb = G(b)ax = G(b)F(a)x, dus G(b) is een i - endomorfie. Als A een
{2 - endomorfie is, en A1 = a, dan is Ax = A(x.1) = AF(x)1 = F(x)A1 =
= F(x)a = xa = G(a)x, dus A een rechtsvermenigvuldiging. Daar bovendien
R invers-~isomorf is met de ring der rechtsvermenigvuldigingen, is het
om de structuur van ringen met één na te gaan voldoende de structuur
te bepalen van de Ql- endomorfieénring van een additieve groep met een
operatorenverzameling Q¢ .

Als een ring R met één elementen éi (i, = 1,+..,0) bevat die vol-
doen aan E e;; =1 en €558y = ﬂ:)kell’ dan is k isomorf met B, wearin
B uit de elementen van R bestaat, die verwisselbaar zijn met alle e.

ij*
Bovendien 1s B isomorf met e Re

ii®
Bewijs: Als a ;R, dan is alJ = T ey 8 ek eSEB(want gekla ®5 @ pq
= ey48 €5, = € e, ;2 e, k) en verder is a =2 85485 (want 2 ey

Zekl a e, jk = Zeu ejj = a) en dezg schrijfwijze is eenduldlg,
want uit ey € B en %813 & 4y =0 volgt a;, = Zeki ( Z e5 2y3)85,=

= 0. Hlerult volgt dat R isomorf is met B . T)asr ekk( Z 813 a; )ekk =

= epy By gelds Syk R &y = ekkB en de afbeelding a — €y 8 Voor a € 3B

is cun isaomorfie,

Als G,G,,G, 42- groepen zijn en G = G, + G, en 1 = E, + E, zijn de
bijvehorende projecties, dan is, als k de 5!~ endomorfieénring van
G is, deSl-endomorfieénring R, van G, isomorf met E,RE,.

Bewijs: Wor A € R beeldt E,lAE.: G2in 0 en G1 in zichzelf af en indu-

ceert dus een B ¢« R,; die dan en slechts dan nul is als E1AE1 = O Als
omgekeerd B € Ry dan is E,BE,€R en E,BE, = .E‘,,(E,!BE,‘)E1 € E,RE,. In
R1 is E1 echter de identieke transformatie dus daar is E,’B}Z‘.1 = B,

Als G = G, + ... + G (alle §¢ - groepen), waarin de G4 onderling
Y1 - isomorf zijn den is de i - endomorfieenring R van G isomorf met
Sn warrin S de S“P,- endomorfieenring van een der Gi is.

Bewijs: Laat 1 = E1 + wee + E de projecties zijn die bij de directe

som behoren, Kies verder 3¢ - 1somorf1een B;4 tussen G, en Gy (i £1).
— — - }1 1 4 s -

i3, 14 1, i # 1. Dan is By 3By = SjkEil voor alle i,j,k,l. De rest
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volgt uit het bovenstaande.
Uit de stelling van Fitting volgt direct:
Stelling van Schur: Als een Q- sroep irreducibel is, is zijn G-
-endomorfieénring een scheef lichaan.
Stel nu een volledig reducibele - groep G, die azan de minimum -
of maximumvoorwacrde (en dus aan beide) voldoet en laat G = G1 + aes +
+ Gn een splitsing in irreducibele &2 - ondergroepen zijn. Stel verder

3 3 2 = O — e
hierin L1, see g uk onderling i¢- isomorf, Gk1+1’ cer oy by onder

ling S? - isomorf m;ar niet 52 - isomorf met G, enz. Laat nu1n1een H,

irreducibele 1L~ ondergroepen van G zijn en B een S¢- houomorfie van

H1 in Hz, dan is B = 0 of een S - isomorfie van H1 op HE‘ g 1 o= 31 +

+ vse + Bn correspondeert met bovenstaande splitsing en 4 is ezsn 5% -

endomorfie van G dan induceert T Jnui eerlgz homomorfie van G in Gj.
) Als i een van de getallen Ky + vae + kp_1+1, vew 3 Kyt eee * kp is

1
en j een der getallen kK, + sas + kK +1, sas g K, + ese + k_ met q £ p.
1 1 q

g-1
dan wordt C door AJAJ. in 0 afgebeeld en Gk voor k £ i ook, dus dan is

Eaﬂg =0 Als we mistellen & 1) = 41 + see + uk y ese 3 B
‘ 1
+ eee + u ¢ waarin k1 + oeee F Pt = n, dan is

he 3 51h _ 41)41)1 ¢ 208 508 | paar (200 2™ 5@ gl

=0 als P A q, is J(p)RE(P) een ideaal in R en R is directe som van deze
idealen, Verder is I p)RE(P) isomorf met de ring der Q- endomorfieén

(P)e _ is (P pd p);
van o G = Gk1 ceu + kp 1+1+¢..+Gk1 e + Xk 2 dus is I Hﬁp)lso-

morf met een matrixring ¢*‘over ezn scheef llghaam (p(p)’ dat isomorf
is mev de 1L - endomorfleenrlng van Gk Fooretk To4q e Dit geeft de volgen—
de structuursteiling: 1 P- 1

‘ Deflendomorfieenring van een volledig reducibelefﬁ-groep, die aan
de minimum - (of maximum -) voorwaarde voor 9¢ - ondergroepen voldoet,
is een dircete som van idealen, die natrixringen over scheve lichamen
zijn.

"/e herinneren ons, dat als een ring direcete som van ideelen is, de
idealen clkaar annuleren en verdcr dat een matrixring over een lichaanm
enkelvoudlg is. ils omgekeerd een ring R directe som is van elkaar an-
nulerende ringen R = R1+ ves + Rn met RiRj = 0 voor i A j, dan = jn

de Ri idealen, want uit X5 & Ri en y =y, + vee * Yy & R volgt X7 =

= K Yt oene XY, T XY € Ri en yX; = ¥iX e_xL. Verder zijn de R

in dat geval, als ze enkelvoudig zijn als ldealan in I ook enkelvouulg als
ringen. Is namelijk § een linksideaal in Ri en s & S en x = x1+...+xnéﬁm

eee + Kk

L]

dan is X8 = X,Stees+X 8 = Xy & S. Lvenzo voor een rechtsideaal.
Als ten slotte een ring met é4n directe som is van niet verder in een
directe som van idealen te ontbinden idealen R = R1+...+Rn dan zijn de.

idealen eenduldig bepaald. Laat ne«l. volgens deze ontbinding 1 =e1+...en
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zijn, en verder een tweede dergelijke ontbinding R = S1+¢..+Sm gegeven
zijn.

Voor 8, € S1 geldt dan 8,y = 181 = €,8,+...+€,8,, maar eis1e.Ri dus
dit geeft een directe som, dus alle zijn nul behalve één en 3161315
evenzo bewijst men Ric:sk, dus k = 1, dus 81 = Ri en evenzo voor de an-
- dere 33'

Een ring S met één heet volludig primair als hij een nilidesal R
bevat zodat S(mod R) een scheef lichaam is. Steli:ES,'b#Ih dan is er
een ¢ zodat cb =be =1(modR), dus be = 1+z met z &«R. Als z°= 0, dan is
(ﬁ+z)(1—z+zz-...+(-1)m"1zm_1)= 1 en dus heeft b een rechtsinverse
c(1—z+...+(~1)m"1zm"1). Evenzo heeft b een linksinverse, R is dus juist
het verzamelingsthecretische complement van de verzameling der z.g.
eenheden van de ring S en is dus eenduidig bepaald (een eenheid van een
ring met één is een element dat zowel een limks~- als een rechtsinverse
bezit).

Als G een onontbindbare Sa—groep is die san de minimum- em maximuzn-
voorwaarde voor Sl-ondergroepen voldoet, dan is de endomerfieénring S

van G volledig primair,

Bewijs: Volgens Fitting is een A€ S een aytomorfie of nilpotent.
In het laatste geval is zowel AG = G als ZA = 0. Noem de verzameling
der 2 -~endomerfieén, die geen automorfie'e'z—;"_ 2zijn R. Dan is als B&R en
A&S, AB<R en BA&ER, Laat verder voor Blf:ﬁﬁi, ZB,I+I—32 = A een automorfie
zijn, den is, als C; = B;A™', C,+ C, = 1. Daar G,€ R,is O, nilpotent,
dus C,"= 0 en dus Cy(14Cy+.. .40y " N=(1-0,) (1404, . 040, T )= 1 =
=(14C,+...C5 ‘1)(1~02)=(1+C2+--»+ Gzr"1) C,, dus C, is een auto-
morfie, dus 01 #B.hetgeen een tegensprask geeft., Dus R is een ideaal.

' Tenslotte geldt voor een nevenklasse A&RiﬁR, dat A een automorfie is,
dus (A+R)(A'1+R) =1+R , dus S(mod R) is een scheef lichaam,

Als een collectiey2van l-idealen van een ring S zo is dat ze met
twee l-idealen ook hun som bevat, dan is de verzamelingstheoretische
vereniging V van de elementen van de l-idealen van‘%’ook cen l~ideaal.
. Bewijs: Als v1e,Véiv2eV dan zijn er A1e§‘f’, Azék}/, zodat ¥, £4,,
;vb%z, dus v,’* V2€(1‘1’A2) €4, dus v #v, €V, Als x €5, dan is
%V, 'A,tek[/, dus xv, €V,

Als A1 en A2 nilpotente (P-l-idealen van een ¢~ring zijn, is (A1,ABE
ook een nilpotent(ﬁ—l—ideaal.

Bewijst Stel A1r= A28= 0. Vorm (A1,A2)
elementen van de_gfq%ante

Z‘:: {J{ (aik+bik) met By, €A, ’bik’:‘ci*z'
Dit bestaat uit een som van termen van de gedaante CPTREL NP met
ciéEA1 of cie=A2. In een dergelijk product komen of minstens r factoren
uit A1 of minstens s factoren uit 52 voor. Neem het eerste geval (het
andere gaat analoog). Daar A1 een l-ideaal is kunnen teirkens factoren

r+s~1. Deze bestazat uit
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uit fxg die links van een element van 1‘:.1 staan met dat element samen-
genomen worden tot eem nieuw element van 1:.1. Zo komt er d,d ceelienne
met d,,...,d4,, € &,. Maer dit is nul. Dus is (4’,.1,!:.2)“8'2: 0.

Een analoge stelling geldt voor r -idealen, en dus ook voor ide~
alen., Daarult volgt dat &e vereniging R van alle nilpotente cf)—ideala.rs,
een idearl is en wel natuurlijk een &;b—nilideaal. R behoeft even-
wel nlet nilpotent te zijn. Wel omvat R alle nilpotente ¢-—l~idemlen
op grond van de volgende stelling:

Een nilpotent Qb—l—ideaal i van een gb-ring S is bevat in een nil-
potent -ideaal.

Bewijs: (4,48) voldcet aan de vereidten, want het is een Qb—ideaal
omdat (A4,AS) S C4S € (4,48) en S(4,48) € (4,48) en het is nilpotent,
want AS is nilpotent omdat (4S)™*'- 4(S4)®S en Si is nilpotent omdat
SACA, en AS 1s een l-ideaal, dus de som van 4 en 4S is nilpotent.

Dat R niet nilpotent hoeft te zijn, zien we san het volgende voouv-
beeld. Neem over het lichaam der rationale getallen een hypercomplex
gsysteem S(n) met n-1 basiselementen €qsevey €, 4 €N de vermenigvuldi-
gingsdefinitie eiej = ei+j als i+j~<n en g€ = 0 als i+j 2n. Dat deue
vermenigvuldiging associatief is, volgt uit het feit dat zowel e?."(ejek)
als (eiej)ek gelijk is aan ei+j+k als i+j+k<n en gelijk is aan nul
als i+j+k gn. Een produect van n elementen van S(n) is blijkbaar stecds
nul, maar e1n-1= €4 £ 0. Dus (S(n))%= 0, (5(n))?"" £ 0. We vormen nu
oneindige rijen van de gedaante (a1,a2,...) met a; & S8(i), maar zo datl
slechts eindig veel der &y # 0 zijn. Optelling, aftrekking en vermenig-
vuldiging geschiedt componentsgewijze, dus (a1,a2,...)i (b1,b2,...)=
=(a1:‘: ‘b1, a )t bz,...) en (a,.,az,..)(b,l,b2,...)=(a1b1 ,azbz,...). Deze
verzameling R is blijkbaar een ring. Nu is in R de 2rzameling der
elementecn (aq,az,...) waarvoor alle a;= 0 voor i>n bij een vaste n
blijkbaar een nilpotent ideaal en daar ieder e¢lement in zo 'n nil-
potent ideaal ligt is de vereniging van alle nilpotente idealen R zelf,
Maar R is niet nilpotent, want als we in S(n+1) een element b kiezen
waarvan b® £ O dan is van het element (a1,a2,.. ) van R waarvoor geldi
a; = 0 voor i # n+1 En 8,,4 = b de n%® macht ook £ 0.

Voor de struetuurtheorie is het gewenst dat R wel nilpotent is.
Artin verkreeg dit door de maximumvoorwaerde voor ¢—l-idealen aan te
nemen op zeer eenvoudige wijze: Neem een maximeal nilpotent qc‘)—l-ideaal
A, dan is ACR. Als er een x€R, x.fA bestond, dan was x¢B, B een
nilpotent d)-l-ideaal met B(f.A. Mear nu is (4,B) ook een nilpotent

-l-ideaal en 4 <(4,B) in strijd met de maximaliteit van A. Dus 4=k
en A is nilpotent.

Het is echter ook mogelijk hetzelfde uit de minimumvoorwaarde
voor Cj)-l—idealen te halen met behulp van de volgende stelling:

Als de qf)-—l-—idealen van een (P-ring gan de minimumvcorwaarde vol-
doen, dan is ieder @—l—nilideaal nilpotent. )
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{ Bewijs: Laat A een gﬁ - 1 - nilidegal zijn dan is 4 > Ag :?A3 e
een dalende ketting ¢~ 1 - idealen, die dus afbreekt AS=A¥T1.4%+2,
7e willen bewijzen dat A¥=0. Htel daarom B=:X £ O, den is B = B2. Ir
bestaan dus @ - 1 - idealen ¥ ¢ B waarvoor zeldt 30 £ O. Ileem een mini-
maalg-1- ideaal PC B wa.rvoor 3I £ C. Dan is er een b e P waarvoor
Bb £ O. ilaar Eb is een - L - ideaal, Bb< P en B(Bb) = B%b = Bb £ Q,
dus wit de minimaliteit van P volgt 2b = P, Ir is dus een a € B zodat
ab = b, maar hieruit volgt b = ab = ab2 =.se= 0 ondat b nilpotent is.
Dit peeft z2en tegenspraak met b £ O, dus B = O.

In e:zn ¢—- ring S, waarvan de gﬁ- 1 ~ idealen zan de ninimumvoor-
waarde voldoen, hect de vereniging van alle nilpotente g-idealen (aie
dus tevens alle ¢-— nilidealen omvat) het radicaal I van $. het radicaal
is dus nilpotent.

Ilen zouw kunnen denken, dat een analoge beschouwing als hisrboven
voor nilpotente idealen gegeven is, ook voor nilidealen te _even .o.

n is de som van twee nilidealen wel weer een nilideaal, hetseew vol[ .
uit de volgende stelling. ’
Als A een nilideazl is van een ring S, a € 4, b & S, b nilpotent,

dan is a+b nilpotent.

Bewijs: (a+b)T = c+b” met ¢ ¢ A; als r zo groot is dat b* = O is,
isg dus (a+b)r€ Ly maar we elementen van A zijn nilpotent, dus a+b is
nilpotent.

Hieruit volgt dat de veoreniging van alle ¢- nilidealen weer een
# ~ nilideaal is, m.a.v. dat er een grootste $-nilideaal bestaat. let
is echier onbekend of dit ook de p— 1l - nilidealen omvat. Uit is een
belangrijk open probleem van de ringtheorie. Dit hangt samen met het
volgende open probleem (dat overigens met het bovenstaande asquivalent
is):

Is de som van twee f—-L—-nil idealen een ¢-—- 1 - nilideaal?

7e tonen nu nog even aan datde twee problemen indcocrda.d aecuivalont
zijn. In de ene richting is dat heel makkelijk:

Als de vereniging U van alle {§ - nilidealen ook alle (- 1 - nilide-
alen ouvat, is de som van twee ‘fv 1 - nilidealen een ¢-— 1 - nilide-
aal. ’

Immers alles is bevat in U.

Om het omgekeerde te bewijzen hebben we de volgende hulpstelling
nodig.

Het ¢ - r - ideaal voortgebracht door een element a van een ?ﬁwl -
nilideaal ig ecn ¢—- r -~ nilideaal (en duaal met vervanging van r door
1 envan 1 door r).

Bewijs: De elementen x van het ? - r - ideaal voorigsebracht door
a zijn x=natar+ 3 o+ of 34 A 4o0ee X g @ Wet n geheel, r willekeurig
in de ring en q'i‘:'i pa q} . Som en varschh van dergelijke elementen mm
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weer dergelijke elementen. Den derjelijk clement van rechts vermenig-
vuldigd met 8 in de ring geeft (bedenk dat de elementen van ¢verwis~
selbacr zijn met de rcehts - en linksgvermenigvuldigingen): a(uns+rs+
+ Z:’(i’! 0{12... "Xik.s)’ dus weer zo'n elem%)g;h. Ten slotte geeft

/"/3&@;9 tocgepast oplzo‘n cleoment : a(ﬂ )+ z: tﬁ‘/‘gs&

;z;_!; 4 A 11 X 1o X4y 8 dus weer zo'n element. Vorm nu het kwadraat
van zo'n element, dan Beeft dit: a(mx+rx+ Z & A i1 0(3'.2“' As X) = ay
net y in de ring. Omdat o in cen 1 - nilid;aal ligt is ya nilpo'fl;cn‘t:
(yz2)™= 0, maar dan ook (a—1y)m+&l = a(ya)my = 0, dus x is nilpotent.

Als in cen ¢~ ring stecds de som van twee (- 1 - nilidealen cen

-1 - nilideéal is, bevat de vereniging U van alle 5{—- nilidealen ook
alle 515--1-nil idealen.

1 Bewijs: Vorm de vereniging L van alle ¢~— 1 - nilidcalen. Cr arond
van het gegeven en een vrocgere stelling is L ecn ¢—l-—nilide;aal., e
bewijzen nu det L ook cen r-ideaanl, dus een ideasl is. Necm daortoc cenach o

eenruit de ring. Omdat a in het sﬁ—l?nilideaal L ligt is het j-—- o= idiesl
voortsebracht door a een - r = nilideaal. Dit bevat ar; daar ar in
een f-‘ T - nilideaal ligt, is het %- 1 - ideaal voortycbracht door
ar een ﬁ- 1l - nilideacl. Dit is bevat in L, dug ar ¢ L. Ilu is L als

- nilideaal bevat in U, dus U bevat alle ¢5- 1 - nilidealen. (la-
tuurlijk is I = U, want cen idecal is a fortiori cen 1 - idcacl).

Als dey - 1 - idealen van cen ﬁ—- ring can de ninimun~ en maximum-
voorvacrden voldocm, dan geldt voor ieder - 1 - ideaal, dat het nil-
potent is of dat het cen idempotent bevat.

A Bewijs: Necem als operatorenvirzameling % de vereniging van (Pmet

. de verzameling der linksvermenigvuldigingen, dan zijn de G2 - onder-
groepen juist de (P - 1 ~ idealen. Als hes 4) - 1 —~ ideaal A nict nilpo-
tent is en A = A,+A,(4 ¢ - 1 - idealen) dan is minstens een van beide
ook niet nilpotent. "¢ mogen daarom A onontbindbaar veronderstellen.

A is ook geen nilideazl (wegens de minimumvoorwaarde). Nu is een rechts-
vermenigvuldiging G(b) met b &€ A toezepast op A een - endomorfie, dus
volgens Pitting is G(b) nilpotent of een automorfie. Als f'G(b)} koo
is {G(b)}kb = ot o 0, dus b nilpotent. Daar A geen nilring is, is er
een b € 4 waarvoor G(b) een automorfie is. Er is dan een e ¢ A waarvoo:
b = G(b)e = eb. Dan is G(b)(ez-—e) = (ezue)b = 0, dus e’e = 0, e? = e
en e £ 0 vwegens 4 £ O. Dus e is de gezochte idempotent.

Als A een irreducibel Sf—- 1l - ideaal van een 525—- ring S is, is A2 = Q
of A = Se, waarin e een idempotent is.

Bewijs: Dit loopt geheel analoog als het bewijs van de vorige stel-
ling, nu met de stelling van Schur in plaats van die van ¥Fitting. Nu
is G(b) of de nulendomorfie of eecn automorfie. Als G(b) de nulendomnr-
fie is voor alle b dan is xb = 0 voor alle x & A, b € A, dus A2 = 0.
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Anders is er een b & 4, waarvoor G(b) een autonorfie is. Lvenals boven
concludeert men hieruit dat A een idempotent e bYevat. Nu bevat Se het
element e€ = e £ 0, dus Se £ O en Se &€ A, Uit de irreducibiliteit van
L volgt dan Ge = A.

Zen ¢ - ring heet halfenkelvoudis, als de 9(5” 1 - idealen aan de
minimumvoorwaarde voldoen en het radicazl nul is (d.w.z. de ring geen
nilpotente ¢l-idealen bevat)

Als 35 een ¢-— ring is, waarvan de %-« 1 -~ dd:alsn aen de minimum—
voorwaarde voldoen en 2 is het radiccal van S, dun is de restklassen-
ring 5 = 9 {(mod R) halfenkelvoudig.

Dewijs: Als A een cﬁ- 1 - idezal van 5 is en . is de verzameling
der elecnienten der restklascen die . vormen (dus 2 = A (mod 7)) dan is
A een ¢ 1 - ideaal van &. DJearuit volgt onmiddellijk dat de @-— 1 -
idealen van S ook aan de minimumvoorwaarde voldoen {Hiervoor hoeft R
niet het radicaal te zijn; het geldt voor ieder gf- ideacl). Lact nu
_l ecen nilrotent ¢§- 1 - ideamal van S zijn, ka = 0, dan is blijkbaar
2¥ C n. Maar R is nilrotent, X% = 0, dus A< % = 0. Dus . is nil-
potent, dus A C R, dus . = O.

Zerste hoofdstelling van de structuurtheorie: Zen Lalienkelvoudige
¢) ~ ring 3 hecfteen één en is directe som van irrsducibele ¢ - 1 - ide-
alen (d.w.z. als '_Qbestaat uit en de linksvermenigvuldigingen is de
Q - zroep volledig reducibel). Omgeleerd is een Qﬁ—- ring met €én, die
een som is van irreducibele ¢~— 1 -~ idealen, halienkelvoudig.

Bewijs: Stel 5 is halfenkelvoudig. e bevijzen ecrst dat © directe
gom is van irreducibele - 1 - idealen. .ls S de nulring is , is er
niets te¢ bewijzen. Anders bevat 3 cen minimeal - 1 - ideaal A1 £ O.
Ig_aa&x}s §’s°§l Ax?u’é.aokdﬁs A= Se1 met een idempotente e,!.Als 5 = A1 zijn.me
Noem A' de verzameling der z & 5 wacrvoor ze, = 0. Dan is A' een

¢-— 1 -~ ideaal. Verder is A N A" = 0 (vit x = ye, en xe, = 0 volat
0 =xe4 = ye12 = ye, = x) cn omdat voor a g S geldt a = aey + (a~ae1)
en (a«-ae,l)e1 =0, 1s § = 4, + &', Verder 1s 0 < &' < S, Als &' irredu-
cibel is zijn we klaar; noem dan L' = AZ’ dan is § = A1+A?'_' en 52 = Se2
met cen idempotente €y Anders gaan we met Az verder als boven met S
en vinden A' = A2 + A'' enz. Uit de minimumvoorwacrde volgt dat dit
proces moct aibreken (anders was S DA' > A'' > ...), Dus S = hytacathy
met Ai irreducibele ¢-—1~ idealen en Ai.—.Sei met idempotente e s Uit de
constructie volst verder nog ejey = 0 voor i 7 j. Lu bewijzen we het
bestaag:;an cen één. liosm Vv = ?} ey - g«i ejey + ;{:—«eiejek...q-

+ (=1) CPEPIR L we berelenen nu &V (als onder ¥ cen index fussgen
haskjes staat betekent dat, dat over die index niet gesommeerd wordt):
eV = “;;‘chei“ (:“:cek@iej"‘"‘ = St (%L.ekei"(b% ®x%;~ L%<;ek"‘“ie;;“‘
+ov. = €. Daar ledere a € § te schrijven is als'a 1378 ¢, 1s ook

” .
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av = & voor iedere a £ S. In het byzonder is v2 = V. Vorm de verzame-
ling B der z & S waarvoor vz = 0, dan is B een ¢f-r- ideaal. Als
z; € B, is z,2, = (z,}v)zg = z1(v32) = 0, dus 32 - 0, dus 3 = 0. Voor
iedere ag¢ S geldt v(a-va) =0, dus a ~ va = 0, dus a = va, Jus is v
de gezochte één. Daarmee is de eerste helft van de hoofdstelling bewe-
zen., Ga nu uit van een $-ring met é¢én die som is van irredveibele

g—— 1 - idealen. Dan is de Q*groep volledig reducibel en voldocn de

- ondergroepen aan de minimumvoor—aarde. Dus de @- 1 - idoo=
len voldoen aan de minimumvoorwaarde. MNeem nu een ¢ -1 - ideaal 4 £ O.
Uit de volledige reducibiliteit volgt dat S = A + A' met A' cen

¢~ 1 - ideaal. Laat volgens deze splitsing 1 = e + e' zijn. Dan is
voor een & € L ook a = al = ae + ae' m:et ae€ A en ae' & L', maar ook
a=a+ 0, dus a = ae, dus ¢ £ O, Verder is e = 82, dus 4 kan niet
nilpotent zijn. Dus het radicaal van S is nul.

Uit dc zodven geseven spl%tsing vo%g’c ng e + 0 =e = ee + ee', dus
ee' =0 enOC +e' =e'e+e', dus ¢' = e'cn e'e=0. Dit geeft nog de
volgende gtellingen.

Len halfenlelvoudige ¢-- ring 8 is dirccte som van irreducibele

@ - 1 - idealen Se; : 5 = Beyte..+5e, waarin ejg_ = & en gyey = 0 voor
i £ j. Speciaal is 1 = eqtenate .

In ecn halfenkelvoudige P - ring S wordt ieder ¢~ 1 - idecal £ ©
voortgebracht door een idempotent.

In een halfenkelvoudige (f- ring voldoen de ¢- 1 - idealen ook
aan de maximumvoorwaarde.

7e hebben dus gevonden, dat de Q - groep van een halfenkelvoudige

¢~ ring volledig reducibel is en de - ondergroepen aan de minimum -
en dus acn de meximumvoorwaarde voldoen. san de ene kant hehbben we
voor een dergelijke 3¢ - groep de structuur van de Q- endomorfieén-
ring bepaald. Aan de andere kant is echter, omdat de ring ecun één heeft,
de ring invers-isomorf met de ring van de rechisvermenigvuldigingen cn
wel zelfs ¢— invers isomorf, omdat o x = (X 1)x = x(X 1) en dus & =
= X)) =HK1) en met Xx correspondeert G(X 1) G(x) = & G(x). Hierbij wordt
de ring der rechisvermenigvuldigingen als 96 - ring opgevat door de
elementen van ¢ als links- (of ook als rechts -) vermenigvuldi,ingen
te laten werken., Maar de rechisvermenigvuldigingen zijan juist de
S - endomorfieén. Verder is als Sn een matrixring en $' invers - iso-
morf met S, ook S‘n invers - isomorf met Sn; als n.l, a-»>a' de afbeel-
ding van S op 3' is, dan levert Zeijai' - = eija' i de zezochte
invers — isomorfie, want 2. Bij( = aikbkj)'f’ Zeij( 3 by jk) en
(= eijb‘ji)( Zeija'ji) = = ;30 5 b'kia‘jk) Ten slotte zijn de
scheve lichamen ook scheve ¢ - lichamen, want als K zo'n scheef lichaam
is en X de bijbehorende matrixring, a €K en &€ gédan isxae K,
omdat L in de SP- endomorfieénring een ideaal is en X een SR - endo-
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Ten gevolge van de op het colloguium gevoerde discussie met Dr Kem~
perman is mij geblcken, dat cen passage in de syllabus nog wat vereen~
voudigd ':an wordcn,
Het hier volgende komt in de plaats van het gedecltc van dec syllabus
lopende van blz. 21, regel 19 v.o. tod cn met blz. 22, regel 11 Veoe

™e merken nu op, dat we bij halfcnkelvoudige ringen achteraf het

begrip p -ring kunnen missen. A priori is d¢ c¢is dat ecn ring ecn half-~
enkelvoudi,g‘,@ ~ring is gwekker dan de eis dat hij con halfonkel-’

voudige ring is. Laat n.l. con ring gegeven zijn als 9 -ring en als
\;/-rlng met ¢ € y . Dan is cen ¥ -l-ideaal tevens ¢ -1-ideaal, het

¥ -radicaal is bevat in het ¢ -radicaal en als de minimumvoorwaarde
voor () -l-idcalen geldt, is dat ook het geval voor (¥ -l-idcalen. Als

de (}’) -ring halfenkelvoudig is, is de ‘7// -ring het ook. Achteraf geldt
echtcr ook het omgekecerde, Dit volgt uit het fcit dat coin halfen-
kelvoudige Qﬁ -ring ccn één heeit, wat ¢ ook is. In ccn $-r1ng S met

één geldt voor Xe¢, Xe T, datodx = X (1x) =X 1)x en o« x = X (x1) =
=x(d1), dus X = F(&X 1) = G(xx1). Dus ccn l-ideaal, resp. r-idecaal, ieaa’
is een @—l-ldeaal, resp. @ -r-idecaal, gb -idcaal, dus ccn halfenkelvoudi-
ge @-ring is een halfenkelvoudige ring. ™c¢ merken nog op, dat cen deel-
ring geen ¢ —-dectring bchoeft te zijn.

4an dc anderc kant kunnen we ook probercn in ecn ring S met één (ﬁ
zo groot mogelijk te maken. Tc zagen al dat é¢ hetzelfde is als.
links- of rcchisvermenigvuldiging met ®1. Het element of 1 is verwissel~
baar met allc elementen van S en ligt dus in het centrum van S, Als
omgekeerd a € S in het centrum van S ligt, voldoet de linksvermenigvul-
diging (= rechtsvermenigvuldiging) met a blijkbaar aan de cisen die
aan ecn element van {5 gesteld zijn. De grootste gb die dus gckozen kan
worden in ecn ring met één is de verzameling linksvermenigvuldigingen
met centrumelementen.

e hebben in de cerste hoofdstclling gevonden dat de gﬁ—groep (S
bestaat wit de linksvermenigvuldigingen) van een halfenkelvoudige ring
volledig reducibel is en de QU -ondex ~grocpen’aan de minimum- en dus aan
‘de maximumvoorwaardc voldoen. Aan de ene kant hebben we van cen der-
gelijke S —groep de structuur van deS¢ —-cndomorficénring bepaalds, Aan
dc andere kant is echter, omdat de ring een één heeft, de ring invers-
isomorf met de ring van dc¢ rechtsvermenigvuldigingen, dat zijn Juist
de §2 —endomorficen. Als K, een matrixring is en K' invers-isomorf met
K, dan is ook K‘n invers—isomorf met K 3 a.ls n.l. a— a' de afbeelding
van K op K' is, lcocvert 3 c;.a ij QE de gezochte invers-iso-

o - | 1
morfie, want Xeij % aikbk;;) ~> }:e Z b ;yk) en (S elab 31 )

(3 ey4a iy = > ey 5 Z B'yial 5i)e Ten slot’ce is, als K een dcr
scheve lichamen is en a ecn elemmt van het centrum van 8 (dus I‘(a)
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= G(a)), F(a)Kk € K. Laat b € K zijn, dan is ¥F(a)b een element van de
matrixring K , want K is een ideacl in de ¢ ~endomorfieenring en G(a)
is eengﬁ ~endomorf1e, maar FP(a)b is ook verwisgselbaar met alle elj uit
K » want b is het omdet b € K en ¥(a) is, omdat F(a) € 5S¢, verwisselbaar
met alleSR ~endomorfieen. Dus I'(a)b € K. Hiermee is de eerste helft ver-
kregen van de:

Tweede hoofdstelling van de structuurtheorie: Len halfenkelvoudige
ring is een directe som van ideelen, die isomori zijn met matrixringen
over scheve lichamen; deze scheve lichamen worden bij vermeni_vuldiging
met een element van het centrum van de ring in zichzelf getransformeexrd
(d.m,z, als de ring alst¢ ~-ring beschouwd wordt, zijn het scheve ¢ -
lichauen). Omgekeerd is een directe som van elkaar annulercnde matrix-
ringen ove: scheve lichamen halfenltelvoudig.

De omkering bewijst men als volgt: Laast 8 = A1+...+An een splitsing
zijn in elkaar annulercnde matrixringen over scheve lichamen. Laat

n
a = .ot i G s e i = Foent =
a€&€ S en laat a 8,%e.ota, zijn met a; € Al Dan is va 8qaqte e te B, =
= 8,+..¢+8.= 4 Cn CGVenzo av = a, dus S bezit een één. Verder is A, som
1 i
van irreducibele l-idealen in nl, die echter ook irreducibele l.-idealen
in S zijn. Dus S is som van irreducibcle l-idealen. Vglgens dc eerste

hoofdstelling is dus S halfenkelvoudig. ®

de één van A. zijn en noem v = e,+t...+e_. leam cen willeleurige
i 1
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morfie cn X a € £ omdat « a verrigsclbaar is met allg matrixclementon
eij(immers a is dat, en & is verwissclbaar met alle 5¢ -endomorfieen).

Hiermee is de cerste helft verkregen van de:

Tweecde hoofdg_gca__m_.xy; vop de _structuurtheorier Ben holfonkclvoudige $-xing is e
dircetc som van ildeatlen, dic ma.rixringen over scheve ¢ -lichamen zijn.
Omgekcerd is ecn directe som van elkaar annulerende matrixringen over
scheve lichamen halfenl'elvoudige.

De omkering berwijst men als volgt: Laat R = A1+...+ gen splitsing
zijn in elkacr annulerende ringen diec clk isomorf 'zijn m¥t ecn matrix-
ring over ecn scheef lichaam. Laat ey de één van Ai zijn en nocm

Vo= Cytesate o Neem cen willekcurige a ¢ R en laat a = a1+*..+an zijo

met as € A.. Dan is va = eia teeste Q= &,Ft.eeta_ = 8 Ch €VCNZ0 av = a,
dus R'bezit ecn één. Verded 13 A, sBo™an 1rreduc§bele l-idealen in A
dic echter ook irreducibele l-iddalen in R zijn. Dus 2 is som van irré-
ducibele l-idecalen. Volgens de cerste hoofdstelling is dus 2 halfenkel-
voudig.

~e merken nog op dat we bij halfenkelvoudige ringen achteraf het be-
grip -ring kunnen missen. A priori is de cis dat cen ring ecn halfen-
kelvoudige -ring is zwakker dan Gc cig dat hij ecn halfenkelvoudige
ring is. Al§ we n.l. ¢ uitbreiden dan krimpt de verzameling der & -l-i-

dealen in (of biijft dezelfde), dus het radicaal wordt kleincr (of blijft
hetzelfde) cn als de minimumvoorwacrde voor ¢-&:dﬁealen geldt, dan
blijft dat zo, dus als de ¢ -ring halfenkclvoudig is bLijft dat zo.
ﬁﬁf@@%ﬁ§i§%§‘¥tegﬁf§§r dat gmgckecrd ook cen halfenkelvoudigetﬁ—ring een
is; dit volgt direct uit de tweede hoofdstelling, immers cen halfeakel-
voudige -ring is cen directe som van clkaar annulcrcende ringen dic
matrixringen over scheve lichamcn zijn, c¢n die is ecn halfenkelvoudige
ring. Dit is overigens ook nog op anderc wijze in te zicn: cen halfcenkol-
voudige ¢ -ring heeft een één,maar daaruit volgt dat X & @ reechts- con
tevens linksvermenigvuldiging is met & 1, dus ¢ -l-idcalen zijn l-idea~
icn.

Aan dc andcrc kant kunnen we ook probercn z0 grrot mogelijk te ma-
ken. "¢ zagen al dat o€ gﬁ hetzelfde is als de links- of rechtsverme-
nigvuldiging met X 1. Het celcment A 1 is verwissclbaar met alle ¢lenen—
ten van S. Als omgckecrd a € S vervissclbaar is met alle clementen van
S, (dewez. a 1ist in het centrum van 8), dan voldoet de linksvermenig-
vuldiging (= dc rechtsvermenigvuldiging) met a blijkbaar aan dc eisen
die aan ecn element van ¢ gesteld zijne. De grootate @ die gekozen kan
moyrden in ecn halfenkelvoudige ring S is dus het centrum van S.

De gtructuur van het centrum ¢ van S bepalen we als volgt., Cntbind S
volgens dc treede hoofdstelling in elkaar annulercnde enkelvouvdige rin-

ten S = A1+...+An‘ Leat voor a & S de ontbinding a = a1+...+an zijn en
voor ¢ € C dec ontbinding ¢ = Cytesate, dan is voor ac dc¢ ontbinding

ac = a4Cq+eestq £, On cvVenzo ca =‘°ﬁa1+"‘*°nan’ magr nu is ac =

= ca, dus B;Cy = €484 Omgekecrd als voor digz Ai geldt diai = aidi
voor allc ay € A4 dan is ook dia = adi voor alle a € S« Dus C is-de
directe som van dc centra Cy der afzonderlijke Ay ¢ n-01+...+cn. Verdor
is blijkbaar Gi =0 7 Ai' e gzagen vrocger al dat het centrum van cen
matrixring‘Kn_oyer ¢en scheef lichaam K het cantrgm van £ ise
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Dus d¢ wvolgende stelling geldt:

Het contrum van ccn dircete som van cllkaar annulercnde matrixringen
over scheve lichamen (d.w.z. het isomorfe becld van ccnn willckeurige
halfenkelvoudige ring) is dc dircetc som van de centra dier scheve
lichamcn, dat is ecm dircetc som van (commutaticve) lichamen.

Passen we dit toc op cen commutaticeve ring S dan is €C = 8 ¢n we vin-
den:

Stelling van Dedckind: Ecn commutaticve halfenkclvoudige ring io cen
dircect. som van clkaar annulcrcnde lichamene

"¢ leggon nu ccn verband tussen de cerstc en de tweede hoofdstelling.
Volgens de cerste hoofdstelling wordt S geschreven als 3 = L +...+Lk,
vaarin de. L irrcducibele l-idcalcen zijn; velgens dc tweode als

= A1+.,.+An, waarin dc A, cnkelvoudige idcalen zijn. Neem nu cen
Wlllukcurl irreducibcl l-ideaal B £ O in 8, dan is volgens do tweede
ontbinding een b & B als b = by+...tb o schrijven met bi& dye Als
nu GJ dc één van Aj iz is eab = b3<: By Dus is B = B1+...+E mct
B A, en B, evenecns l-idcalcen in 8. Uit de irreducibiliteit van
B»volgt, dat alle Bj = 0 zijn op één na. Dus BaC_Aj voor ecn of anderc
j. Passen we dit op de Ly uit de cerste ontbinding toe, dan volgt daaruit
dat we dcze in grocpen bij clkaar kunacn ncmen van l-idealen die in
een gclfde A, liggen. Door cen andere rangschikking der Li kunnen we
dus verkrijgen O = (L1+...+Li )+(L11+1f¢--+L 1+iz)+...+(L

11+‘”+ln 1%

+”‘+L11+‘"ﬂn) = Mytee il met M, = A4+ Uit de dircctheid der som
volgt dan, dat M; = A;;’

Beschouwen we nu één der AJ y DeVe A,y nog wat naderedy = Lyteostly ,
1

maor aan de andcrc kant woien we dat A, isomorf is met con matrixring
Ym over ‘ecn scheef lichaam K deze is dircete som van m irrcducibele
l1-idealen diec onderling isomorf zijn: K Km°11+"'+K e = H1+...+H .

Nu gecldt de volgendc stclling over Q-groepcn:
Als G een Q»—groep isen G =H +H2 = h1+H > met H1,H2,H’2Q—groepen

dan is H Q@ -—1somo;‘1 met H'2*

Bevridjsg: Beschon de projcctic van G or E' 5 €n pas deze toc op 1?12
dan geeit dis cen ‘ﬁmcndomorfle ven Hy, in B! o De elcmenten van G die
bij d¢ projectic in O wordcn afgebeeld win de clcmenten van 111; maar
H1{}H2 = 0 dus de afbcelding van H2 in H‘E is “somorf. Ict is echter
pok ecn afbeclding op want als a & H‘2 den is a to schrijven a = b + ¢
met b E:H s C €H2 ¢n ¢ = - b + a, dus a \g het beeld van ¢ bij de
afbeclding. Dus zijn Hy cn H', $¢ ~isomort, .

Boschouw nu A, alsﬁgl —-grocp mct de linkivermenigvuldigingen als 1 .
Dan is de @ -groep wolledig reducibel cn velgens dc stelling op pg 13
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is bij-iederef& -ondergrocy H con som van H, t¢ vindon zodat H +
+ Hj +...+Hj = G, Dit goldt dan ook voor Li(1~§ i< 11), dus G =

1 P _ } |
+.H3f +...+Hjp = Hyteoo# dus L 52 -isomorf met Hk1
(ji""’jp,k1,".'km*1) is ¢ce¢n P\er’m"tatie van 1,.,,’;{1)’ mear uit de

= L, +4 00+
1 km_-

Y

irreducibiliteit van Li volgt dat m-p=1 en LiSR -igomorf mct ecn Hk'
Dus alle Li zijn onderling G2 —isomorf cn hun aantal is m. licmen we nu
cechter twee Li uit vcerschillende A, dan zijn deze zeker nict 58 —igomorf.
Linksverncnigvuldiging met dc één van eon der twcce Aj vourt de c¢lementeon
van de¢ cne Li in gichzelf con van dc andoere in nul over. Hicrmee is be-—
megZin:

In ccn halfenkelvoudige ring wordt dc ontbinding in tweezijdige ide-
alcen volgers de twecde hoofdstelling verkrcegen door in de ontbinding
in l-idcalen volgens de cerste hoofdstelling dic l-idcalen in grocpen
samcn te ncemen, waarvan de additieve grocpen &2 —isomorf zijn, waarin
G? uit de linksvermcnigvuldigingen bestact. Hot aantal l-idcalen in
zo'n grocp is gelijk aan dc graad van dc metrixring wa.rmec hoet twaezij-
digc idcaal isomorf is. ,

Necnm ecn l-idcaal in con halfonkelvoudige ring S. Dan is dit tc schrij-
ven als Se cn S = 3¢ + So1 nct 02 = Ly G40 =84y L0, =040 = 0, 1 =
=C + &4 ¥u is de¢ vorzameling der x & S wacrveor (Se)x = 0, juist 918,
want (5?)(018) =0cnx = 1x = ex + ¢,;%, dus als (Se)x=0, is 0 = e®x =
= ex, dus x = CyX,y dus x € 013. Nu is G1S blijkbaar con r-idcaal, cn dc
v.rzancling der x € S waarvoor x(ojs) = 0 is weor Se (bowijs cvenals
boven). Als A cen willekcurig r-ideaal in § is, dan is dc¢ verzameling
dcr X waarvoor xA = 0 cen l-idcaal 382(1 = ¢, + 03)' Voor a € 4 gcldt
a = Cya + e3a, cn 0 = 022a = Cya, dus a = 38, dus 4 = 038 ¢n is juist
de verzamcling dor X & § waarvoor (802)x = O, Hicrmee is cen eencoendui-
dige corrcspondontic tot stand gebracht tusscn de verzameling dor
l-idcalcen cn dic dor r-idcelen. Bij dese afboclding wordt blijkbaar de
verzanclingstheoretische inclusic (C) omgekcoord. Hiormee is de volgende
stelling bvevezen:

In een halfenkelvordise ring 5 voldoesn de r~idealen aan de naximum—
en minimumveorwaarde. Als § = Se,+...+Se  met ei2 =€, €48 % 0 en
1 = e1+...+en een ontbinding in irreéducibele l-idealen ig, is & =
= e1S+...+enS een omntbinding in irreducibele r-idealen.

Len enkelvoudige ring behoeft niet halfenkelvoudig te zijne. 7el is
de vereniging van alle nilpotentegé-idealen van een enkelvoudaige

{) -ring S makkelijk vast te stellen, dasr S maar twee ) -ideslen

bezit n.J. O en S. De ene mogelijkheid is dat S niet nilpotent is; dan
is deze vereniging nul en als S halfenkelvoudig is is 5 isomorf met eeu
matrixring over een scheef lichaam. De andere magelijkheid is dat 8
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nilpotent ig, maar dan is 82 = 0, want als SE = 8,dan is s? = S, dus
S = 0 of S niet nilnotent en als 5°< S, is 52 = 0. Alle producten in
S zijn dan nul en de ¢ ~idealen zijn ¢ -ondergroepen van de additieve
Broep ven S. De nilpotente enlkelvoudige ¢5—ringen zijn dus juist de
enkelvoudige acditieve §2~groepen (t.o.v. een willekeurige operatoren-
verzameling§;2), maarin de vernenigvuldiging _edefinicerd wordt door
xy = O voor alle x en y.

Als S ein hypercomplex systcem over een lichaam ¢ is, den voldoen
de ¢~-—1—-idealen zeker aan de minimumvocrwaarde, want zclfs de deelruim~
ten van de vectorruimte voldoen aun deze voorwacrdc. De vracg of S half-
enkelvoudig is wordt dan dus allcen bepacld door de vraag of het rzdi-
caal nul is. 4Als S halfenkelvoudig is valt § volgens de twecde hoofd-
stelling uiteen inz? -ldealen, diec weer als hypercomplexe systemen over
? or to vatten zijn. S zelf en ook zo'n ¢ -ideazal bevatten ecn één
en men kan dus *ij beide ﬂ als declvorzameling van het systeem opvatten;
daar deze enen echter verschillend zijn, zijn dit nict dezelfdce declver-
zamelingen. Het zo verkregen cnkelvoudige systeem is con matrixring over
een scheef ¢ -lichaam; dit scheve lichaam is dus weer cen hypercomplex
systcem over ¢ .

Len byzonder geval van cen hypercomplex systcem is een z.ge. grogepeu-
ring. Ga hiertoe uit van cen eidige, cventucel niet-commutaticve groep
G, die multiplicaticf geschreven wordt. Noem de elementen Bysreelye
Vorm nu een h-dimensionele vecetorruimte over cen lichaam ¢ en noem een
basis dacrvan ook Gqyeenydy €0 maak hicrvan cen hypcrcomplex systcem
door als vermenigvuldiging der bosisclementen gewoon de groepvermenig-
vuldiging te nemen. De associativitedt 1der grocepvermenigvuldiging
waarborgt, dat zo inderdcad cen hypercomplex systceem ontstant. Deze
beschouwingswijze is ven veorgeel voorde z.g. representatietheorie van
groepen. Onder ccon representatie ven ecn groep verstact men ecn homo-
morfe afbeelding van de groep op cocn multiplicaticve grocp van n-rijige
vierkante matrices met eclementen uit ecn lichaam ¢5. Jdeze n-rijige nma-
trices kunncn geinterpretcerd worden als lincaire transformaties van
ecn n-dimcnsionale vectorruimte over ¢’. Vormen we nu van ecn eindige
groep de groepenring S over hetzelfde licheaam ¢', d¢an is decze homomorfe
afbeelding direct uit tc breiden tot ecn homomorfe afbcelding van S op

cen ring van lineaire transformatics. Als nele. ai~4>Ai dan definicrcn

b h
we jZ:C#iai - :EinAi cn dit is cgn lineaire transformatic (=¢ is com-
i:; L*}

mutatief) en het is dircet tc zien det met som cn product ool som en
product overeenstemmen., Omgekecrd bepaalt ccn homomorfc afbeelding ven
S in de ring decr lincaire Jransformatics natuurlijk ook een represcnta-
tie van de groep. Te generaliseren het begrip roprescentatic op ecn na-
fuurlijke wijze als volgt: Een homomorfc afbeelding van cen ring S in
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de endomorfietnring van een additieve groep hect een representatie van

de ring. Ien voprbeeld hiervan is de vroeger behandelde afbeelding van
de ring op de ring van zijn linksvermenigvuldigingen; dit is dus een

representatie van de ring in zijn elgen additieve groep; deze represen—
tatie heet de reguliere repregentatvie. Te komen op deze representaties

nog terug. Lerst bewi zen we nog ecn belangrijke stelling over groepen-—
ringen: |
Fen groepenring over cen lichaam$ is dan en slechts dan halfenkel-

voudis, als de karakteristiek van ? niet deeclbaar is op de orde van de
groép,
Bewijs: De groepenring heeft eeén één, n.l. de één van de groep.
Laat dec karakteristiek van ¢>niet deelbaar zijn op de orde van de groep.
Het is dan voldoende aan te tonen, dat defl —groep ( £ bestaande uit

$ en de linksvermneigvuldigingen) volledig reducibel is, e beschouwen
de additieve groep nu behalve alsfl -groep ook als<® -groep; de ¢ -onder-
groopen zijn de lineair deelruimbten en de P ~-endomorfie&n lineairc trans-
formaties van de vectorruimte over ¢ . De ¢ ~groep is als eindigdimen-
sionalé vectorruimte volledig reducibel (S is som ven de h verzameling:n
X ay (ex doorloopt ¢ ), dic kennelijk irrcducibele ¢ —grocpen zijn). .
Necm een wiillekeurige f2 —ondcergroep (d.w.z. ¢ ~l-ideaal)B, dan is B a
fortiori een ¢ -omdergrocp dus kunnen we schrijven 8 = B + B1, waarin
B1 een ¢ -ondergroep is. Zen linkgvermenigvuldiging is een lincaire
transformatie. Pas nu op B1 achtercenvolgens linksverncnigvulaiging
met a; cn daarna projectic op B1 the dan is dat ecn lineairc transfor-
matie van B1 in zichzelf, die we Ai noemen. Als y ¢ By, dan 1s dus a,y=
= c + Aiy met ¢ € B. Hierdoor is asn icdere a; een Ai toegevoegd, maar
aan een product wordt hierbij ook een product toegevocegd wordt a;8;y =

d
= ajc + ainy = aje + d + Ainy met 4 & B maar dan is ook ajc + d¢ B,
omdat B cen l-idcaal is, dus aan ajai is inderdaad Ain toegevocgd. Ver-

der is aan de één de identicke transformatie toegevoesd en dus aan een
inverse ook de¢ inverse transformatic. De transformatics zijn dus ook
transformaties van 51 op zichzelf, Noem nu y = Qy = % %: a;1 Aiy dan
is dit weer ecn lineairec troansformatie van B1 op ecn ¢ -grocp Bf, Deecr
verder A;y = a;¥ + c;(c; € B) is, is vy o= %j‘%f a{1 (a7 + ¢5) =y +D
met b € B. Dus is 8 = (B,B') maar als y'« B'm Ben y' = Qy dan is

y € Benyé& B, dus y=0,dus y'=0, dus S=B+B'.¥etewijzen nu tenslotic iri
Bt eendl -ondcrgrocp van S is. Neem daartoc ecn a1F en een y' ¢ B'y, y' =
= Qy, dan is o, y' = JH %: akafj:1 Ay ’:% cZ (a8, )'1(£xiA;1)Aky _ |
= % lZa;1£xiAky = QAT € B', Voor een willckeurige x € $ en y' € B' geldt
dan ook xy' € B'., Hicrmee is de ccrste helft van het bewijs voltooid.
‘Stel nu de karakteristick van § wel deelbaar op de orde h van de groep.
“Te kunnen dan directkeen nilpotent ?,“ideaal'é 0 in de groepenring

acngeven. Noem 8 = 2 a;, dan is a s = s, = § voor allc k; het
€x 1 g S
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¢ -ideaal voortgebracht door s bestaat uit de elementen o 8 (¢ door-

loopt o Nu is 32=hS=Q omdat h dcelbear is door de larakteristiek, /
olane “LAN(3- &) A Hs 2 0
dus het kwadraat van het ~ideaal is nul. De Zroepenring is dus niet
halfenkelvoudig., Daarmee is de tweede helft vain het bevijs geleverd.

e beschouren nu een represcntatie von een ring § in een groep G.
Dan i3 aan ledere a € U ecn endomorfic A4 van G tocgevoegd, licn schrijft
nu voor een X € G in plaats v.n .ix ook ax een product van cen clement
van de ring en van de groep. Jit product voldoet dus ean a(x+y)=ax+ay,
(a+b)x=ax+bx, (ab)x=a(bx). Men nocmt den G eecn S-modulus. Iedere repre-
sentatic van S bepaalt ecen S-modulus cn omgekeerd. Lcn ondorsrocp van
G, die toegelaten is t.o.v. de operatoren uit 3 heet een S-declmodulus
van G. Als © ecn één heeft bchoelt daarmee niet de identicke transfor-
matie van G te corresponder:n., Bepaal in G de verzamelingen H en ¥
waarvoor resp. 1x = x ¢en 1x = 0, dan zijn H en K blijkbaar ondcrgroe-
ren, maar zelfs ook deelmoduli, want als 1x = x, is 1(ax)=(1a)x=ax cn
als 1x = 0, is 1(ax) = (1a)x = ax = (a1)x = a(1x) = a0 = Q. Verdcr is
G = H+l, want als x € G, is x = 1x + (x~1x) en 1(1x) = 1x, 1(x-1x) =
1%-1x = 0 en H en [ hebben alleen O gemecen want uit 1x = x en 1x = 0
volgt X = 0. G valt dus uitecn in ecn dirccete som van eew deelmodulus
waarin 1 wel de identieke transformatic inducccrt en een deelmodulus
die door 1 en dus door alle elementen uit S geannulecrd wordt (immers
uit 1x = 0 volgt ax = a(1x) = 0). ™e zullen dikwijls cisen dat 1 de i-
denticke transformatie inducecert. Dij de regulicre representatie is
dat het geval.

Begchouw nu cr l-ideaal A4 in § en eon element x
in de S-modulus G en beschouw Ax bestaande uit alle producten ax (a
loopt A), dan is Ax blijkbaar een g-declmodulus. Verder is a-->ax cen
S-homomorfie van A op Ax, Als A irreducibel is, is dan Ax of S-isomorf
met A of nul, Als G als L-modulus irrcducibel is, is Ax = 0 of G
voor iedere x ¢n ieder l-ideaal A. Onderstel nu S halfenkelvoudig, dan
is S = A1+...+Ak waarin Ai irredueibecle l-idealen zijn. Als nu G irre-~
ducibel is en SG £ 0, dan is er cen x € G zodat Sx £ 0 en cen A4 zodat
Aix £ O, Daaruit volgt, dat G = Aix S—isomorf is med Ai. stel nu S
halfenkelvoudig en 1X = X voor alle x uit de S-modulus G. Voor iedere
X is dan x = 1X € 8x = (A1x,...,AkX). Daar akle A;x irreducibel of mul
zijn wordt G voortgebracht door al zijn irrcducibele S-deelmoduli. Als
nu de S-—declmodulil van G aan de maximumvoorwaardc voldocn, wordt G
voortgebracht door cen cindig aantal van zijn irreducibele S-deelmoduli:
G = (G1,G2,...,Gm), G, irreducibel. Tc hebben vroeger al aangctoond,
dat G dai volledig rcducibel is en de S~decclmodul i ook aan d¢ mini-
mumvoorwaarde voldoen. Laat nu de S5-decelmoduli van G aan de minimuam-
voorwaarde voldoen. Laat H1 <‘H2<i «s« cen niet afbrckende stijgende
ketting van S-deelmoduli zijn. Stel x; € Hy +1,xi¢’ Hy, dan is 8x;CHy,

il
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Daar X; € 5%; = (44X ,0e0,4%,) is er minstens een Ay zodat ijigt H,
Noem zo'n iji = K « loem L, de S-dcclmodulus voortgebracht door de Ki
voer i > j. Dan vormcn de L. ecn dalende ketting S-dcelmoduli. "¢ bew=
wijzen nu Lj‘> Lj+1 voor alle j. Als namelijk Ly = Ljq 728, was cen

yj € Kj te -chrijven als yj = yj+1+"'+ym’ met Vi€ Ki’ wacrbij we

Y # O kunnen veronderstcellen. Dus Yy = yj~yj+1...—ym~1, en dus volgt
uit Ki C Hi-ﬂ’ dat Yy € Hm' Dus Symc lim, maar daar Sym cen S-modulus
£ 0 in Km is en Km een irrcducibele S-modulus is, is Sym = Km hetgeen
cen tezenspraak gecft. Hiermece is een niet afbrekende dalende ketting
geconstrueerd in strijd met de minimumvoorwaardec. Je S—dcelmoduli vol-
doen dus ool aan dc maximumvoorwaardc, Hiermee is de volgende stelling
verkregene

Laat S een halfenkelvoudige ring zijn en G een S-modulus, zodat
1x = x voor alle x € (G, Als de S-deelmoduli van G aan ecn van beide
van de maximumvoorwaarde en migimumvoorwaardc voldoen, voldoen ze
aan de andere en G is als S-modulus vollediz reducibel, Als G irrcdu-
cibel is, is G S-isomorf met cen irreducibel l-ideaal in Y. Het aantal
nict-isomorfe irreducibele S-moduli is gelijk aan het aantal idealen
in de ontbinding van S volgens dc¢ tweede hoofdstelling.

Om dit toe tec passen op groeprepresentatics moeten we voor S ecen
groepenring over;ﬂ nemen en voor G een eindig-dimensionale vectorruim-
te over. gi en ¢isen dat voor 4 & §25 , 8 € 8, x& G geldt (xa)x =
= o{(ax). Als verder de karaktcristick van ¢ nict deelbaar is op de orde
van de¢ gercpresentecrde groep, is S halfenkelvoudig. Als 1x = x, dan
is (¢ 1)x = x, dus cen S~declmodulus van G is ecn lineaire deelruim-
te, dus de S—-deelmoduli van G voldoen aan maximum- en minimumvoorwaar-—
de, dus bovenstaande stelling kan toegepast worden en lecrt ons dat
G als S-modulus volledig reducibel is. Als G = G1+...+G G irreduci-
bele S-moduli, dan kiezen we cen basis id1,...d } van G door samenstel-
ling van bascs van Gl. Laat G:L de dimensie my hebben. Als voor x ¢ G
geldt x = Xyteaetx, met x; € Gy, dan is voor a € 9, ax = axyteestax,
met ax; & Gl‘ De aan a toegevoegdc matrix a’a op het basisstelsel
{d yesesd } wordt bepaald door adJ EZCXi ; en daaruit volgt dat

Cxij = 0 als dl en da in verschlllpnde G liggun. De matrices zijn dus
opgebouwd vit "kastjes"® bestaande uit matrlces van de graad my die
langs de hoofddiagonaal geregen zijn en waarbuiten overal nullen staan.
Bij een andere kecuze van de basis van de vectirruimte is dat natuurlijk
niet het geval. Nu hecft een basistransformatic met matrix T op een
matrix A.van een lineaire transformatie het effecct, dat deze overgaat
in PAT™', 7Te noemen twec representaties a —2 A en a— A' van een groep
aequivalont als er cen vastc matrix T bestaat zodat steeds A'=TAT™! is.
Onder de hierboven gencemde veronderstellingen is cen representatie
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aequivalent met een in "kastjes" geschreven representatie. We moeten
nog nagaan, wat het voor de matrices betekent, dat de bij één zo 'n
kagtje behorende S-modulus irreducibel is. Als een S-modulus G reduci-
bel is, d.w.z. als er een S~-modulus H bestaat met 0{H< G, dan is H ook
een vectorruimte van dimensie m> 0 kleiner dan de dimensie n van G.
Kies dan een basis {d1,...,dm}»van G zodet d,,...,d4  in H liggen. Dan
ligt voor ig m ook ady in H, dus voor de metrices geldt Xij= 0 voor
j¢men i>m, d.w.2. een linkerbenedenhoek van m rijen en n-m kolommen
bestaat steeds uit nullen. Omgekeerd is, als dat het geval is de deel-
ruimte voortgebracht door de eerste m basiselementen een S-modulus.
Een representatie heet irreducibel als hij niet aequivalent is met een
representatie van dat type. Het aantal inaequivalente irreducibele re-
presentaties van een groep door matrices over een lichaam?)is gelijk
aan het aantal componenten waarin de groepenring volgens de tweede hoofd-
stelling uiteen velt. Men kan door een nader onderzoek van de groepen-
ring aantonen, dat als<$ algebraisch afgesloten is, dit =antal gelijk
is aan het aantal klasscn geconjugeerde elementen in de groep en dat Je
dimensies van de irreducibele S-moduli (de "graden* van de irredueibele
representaties) gelijk zijn san de 2antallen groepelementen in een klas-
se geconjugeerden en dus deelbaar zijn op de orde van de groep. We gaan
daar nu niet verder op in. Wel kunnen we nog opmerken, det blijkbear
iedere irreducibele representatie aequivalent is met een irreducibel
bestanddeel ven de reguliere representatie.

We keren nu weer terug tot algemene ringen. Stel een ring S en een
S-modulus G. Laat A een ideaal in S zijn, dat G annuleert, d.w.z. bx=0
voor alle b€ A en x£G. Als we de restklasse van a mod A aangeven met
z, dan is blijkbear de productdefinitie ax = ax onafhankelijk van de
keuze van de representant in de restklesse en deze definitie maakt G
tot een S-modulus, wearin 8= S(mod A). Blijkbaar zijn S-deelmoduli van
G ook S-deelmoduli en omgekeerd, Laat nu S een @-ﬁﬁﬂg zijn, waarvan
de¢>-l—idealen aan de minimumvoorwearde voldoen en R het radicaal van
S. Als G£ O een irreducibele S-modulus is, is Rx een S-deelmodulus voor
iedere x, dus of Rx= 0 of Rx= G. Als voor een of andere x geldt Rx= G,
dan is G= Rx= R%X= ....= 0, maar G was £ O verondersteld, dus R annu-
leert G en G is een S-modulus, waarin 5= S(mod R) halfenkelvoudig is.
Als 8= K1+...+Xn, den is of 8G= 0, dus SG= 0, of G is isomorf met een
l-ideael, bevat in een der Ki. Dan is G een Ki-modulus. Evenzo ziet men
dat als G voortgebracht wordt door irreducibele S-deelmoduli , RG.= 0
en G een S-modulus is. Daarmee is het volgende verkregen:

Laat S een ¢ -ring zijn, waarvan de ¢—1—idealen can de minimum-
voorwzarde voldoen, R het radiceel van S en G een S-modulus, zodat SG£ C
Als G irreducibel is, is G een Zi~modulus, waarin Ki een van de enkel
voudige idealen is woarin S= S(mod R) volgens de tweede hoofdstelling
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uiteenvalt. 4Lls G voortgebracht wordt door irreducibele S-deelmoduli,
is G een S-modulus.

Neem nu voor S een deelring £ O van de endomorfieénring ven een
additieve greoep G, zodat de l-ilezlen van S aan de nminimumveorwasrie
voldoen. G is 4den een S-modulus en de representatic ven S is een iso-
merfie. Uit aG= 0 volgt dus a= 0. Bovenstaande stelling geeft den het
volgendes

Lact S een ring £ O van endcomorfieén van een alditieve groep G zijn,
wearven de l-idealen aan de minimumvoorwaarde voldoen. 4ls G als S—-groep
irreducibel is, dan is S enkelvoulig halfenkelvoudig en als G voortge~-
brecht wordt deoor irrelucibele S-groepen, is § halfenkelvoudig.

Stel nu dat S cen ring van endomorfieén van een alditieve groep G
ig, die de identieke transformatie omvat. Stel verder S= A1+...+4n,
waarin Ai idealen in 8 zijn. Noem AiG de kleinste S-deelmodulus van G
die alle a;x (aie by x€ G) bevat, Dan is blijkbaar G:(A1G,...,AnG).
Als 1= e,+...+e_ met e;€ h;,dan is e; de één van by dus als x; € &G

1 n
is e.,x.= x, en daar e.e.= 0 voor if j is e;%;= 0 voor it j. &ls nmu

x1+.%.ixn=10 met xf? iig’ dan is O= ei(x1+...+xn)= x;. Dus de som is
di&xﬁ:G=A4G+...+AhG. Stel nmu bovendien dat S halfenkelvoudig is en de
S-deelmoduli van G =zan maximum=- of minimumvoorwsarde (dus san beide)
voldoen., Dan is G als S-groep volledig reducibel. Aan de ene kant is 8§
als halfenkelvoudige ring te schrijven als directe som van elkaar sasnnu-
lerende matrixringen over scheve lichamen; aan de andere kant is ook

de ring van de S-—endomorfieén in een dergelijke gedeante te schrijven.
We willen het verband tussen beide opsporen., We merken op dat AiG ver-
eniging is van irreducibele S-deelmoduli die isomorf zijn met de irre-
ducibele l=ide~len in Ly« Nu heeft de ring der S-endomorfieen van G de
vorm T= B1+"'+Bn wasrin Bi cntstaat uit de S~end0morfiee? van AiG door
ze in de andere 4L.G nul te verkleren. Nu is de endomorfieenring gelin-
duceerd deoor S in AiG een matrixring over een scheef lichaam.We hebben
nu eerst nog enkele resultaten over vectorruimten nodig.

Stel een additieve groep G met een stelselQBr van endomorfieen,
waarin Pr een matrixring is over een scheef lichaam @, dat de identie-
ke transformatie bevat. Noem de matrixbasis Gi" Verder voldoen dea@r—
ondergrocepen aan de meximumveorwearde. Uiteraard is G een vectorruimbe
overw?, maer we weten nog niet of het een eindigdimensiocnale vectorruim-
te is, Dit zullen we nu eerst bewijzen. Neem een x#4 O in G. Daar %%(:1,
is er een G D zodat Gppxﬁ 0. Neoem X5= Gi x. Deze zijn lineair onafhan-
kelijk : stel ¥ 0 ,x,;= 0 dan is ook O= Cpq '%@ixi"“bzt’a%q‘"’ipx = 04 Fpp®s
dus Pq_ = 0, Noem G, de verzameling der elementen Z@:xiden is G, een

@r -ondergroep:caw;&xizgei S&u%;pxr&xaﬁlsi},, £ G, nemen we een y in G
buiten G1.~Als boven is er dan cen qu zodat Gy niet in G1 ligt.
Stelt men Xppi= quy, den vormen de elementen %j demieen ¢%a—ondex
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groep G, waarvoor geldt (}1 4 G2 = 0. Als G + G2 € G kunnen we dit pro-
ces herhalen. "egens de maximumvoorwaarde komt hier een eind aan en
ig G = G1+...+G$ en G heeft dimensie n = rs over¢ . Nu beschouwen we
de ring van de lineaire transformaties qﬁ_ﬂ van G over ¢> « Op de boven-
gevormde basis X,,...X . is dan de matrixbagis E,,  Dbepacld door

n
Eqp Xy = Opy Xx « Nu is blijkbaar Gys = 2 E . et zijn

Lo, Tnr+i,nr+]
n.l. beide lineaire transformaties en ze hebben op alle Xy hetzelfde
eff?cw Immers als Y s}c’m—l (1 ¢ 1<€r), dan is Gl:’x\‘ = ‘("jlxkr-i-i en

g

Z Enr+1 nr+3 ¥ = Z E‘nrﬂ,x X pii = ‘)jlxkr»ri' Vorm nu H)‘v’ =

o 3

= ;}i“(? -1 Yr+k, (y-—’))rﬂ* voor 1 £ A £ 8, 1& V & s. Dan is di-
reci"ha te rekenen dat Hyy Hpo = T)"yf}’» Hpteestiigg= 1 en Gy 38,

= “(Q—-1)r+i,(V——1)r+J Hby Gy 4+ Teder clement van ¢! is te schrij-
van in de gedaante ZG By i3 waarin Bij een som & H,, ply is met

/.3“ en als ZGIJB = 0, is Bij = 0. Dus is ( (5 ), isomor:

met ¢’ » Dvenzo is ieder element op een en slechts een manier te schrij-
ven in de vorm Z H;W C;n, , waarin C;,u een som ZG ){ L is met

!

voorwaarde dat A me% alle Gij verwisselbaar is, A =3B = =2 H,y GM
Evenzo opdat 4 met alle H,, verwisslbaar is, moet 4 = = G:J.;] ! 13
zijn. Daaruit volgt dat de rlng van de (I),. -endomorfieen van G

: . : o een matrixring 6?5 is, waariu

¢ inverg-isomorf is met ¢ ; omgekeerd is ¢,de verzamelln{.«, van de

@S ~endomorfieen van G.

Uit de verkregen resultaten volt,t nu, dat als A, een matrixring
’D(l) is, dan B:L a1 matrixring P( 1) is, waarin . % 1) invers-isomor?®
is ﬂiet P( ). Verder is S ook de T- %ndomorfleenmng van G, want A G =
= BiC—. Hiermee is de volgende stelling verkrezen:

Laat S een halfenkelvoudige ring van endomorfieen van G zijn, die
de identieke transformatie bevat, en de S—-ondergroepen van G aan een
van beide van de maximum~ en minimumvoorwaarden voldoen, Als S =

. ¢P1£1)+...+P§n), waarin (1) een ideaal is en een matrixring
van de graad 11 over hBt scheve 1lcﬁaz(3.m)1>( ), ?alsl heeft de :E'i?g T van
=01 n oli

de S«endomorfleen van G de vorm T = Pm +...+P , waarin P77 een i-

deaal is en een matrixring van de graaa my overnhe*t; scheve 1lichaam
—15(‘1), invers-isomorf met P(l)
morfieen van G.
De boven behandelde hulpstelling kunnen we ook nog gebruiken om ezu
eenduidigheidsstelling voor ma’crixringen te bewijzen, Stel een ring
is op te va‘tten als een matrixring men als een matrixring \}/,\ y waarii
(fj"en 9/ scheve lichamen zijn. e kunnen ¢~, opvatten ais de ring van
de lineaire transformaties van een n-dimensionale vectorruimbte G over

« Omgekeerd is 5 de ring van de T-endo-
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¢ » waarin 55 invers-isomorf met gS’is. otel G, . de matrixbaesis van.

I . o ! . . g : oy
‘¥« Dan vormen de endomorfieén > ©35644 met Py in ¢een ring ¢r’
maar dan volgt uit het hierboven bewezene dat de dimensie van G over
cp gelijk is aan rs, maar deze is ook n, dus r & n. Analoog bewijst men
ngr, dus n = r. Laat nu y # O een element van G zijn dan is er een
Gpp zodat Gppy £ 0. Als boven bewijst men dan dat y; = Gipy een basis
van G vormen, waarvoor geldst Gijyk = gjkyi. Lvenzo vindt men bij de

. . i Y : -

matrixbasis 5y van ¢ een basis X4 van G zodat Eijxk = b:ikf:}' Laat .
8 de lineaire transformatie zijn waarvoor Syi = Xy, den is S

Xi = yi.
Dan geldt Gij = S—1EijS, w?nt beide hebben hetzelfde effect op
de y,. De elementen van l]‘/ (resp. gb‘ } zijn gekarakteriseerd als de
lineaire transfiormaties, die verwigselbaar zijn met de G,.(resp. E..)e.

. P g ; -1 1 i]
Daaruit volgt L}/= S ¢> S. "ant als ¢'€@ » 18 8 ¢’ SGij =.
=51 ss‘”zijs =575, ¢' S = 65571 ¢! Sy dus 87'y! s e W' . Dvenzo
als v'e W' ,dan is S ¢ s e ¢' s dus '€ 5~ g‘ Se Dit geeflt
de volgende stelling:

Als ¢n = Y¥,.» waarin ¢en 4 scheve lichamen zijn, dfaflx is n = 7,

_e‘fxz ¥ zijn isomorf en er is een S in (,i’n, zodat Y= 8 ¢ S en Gy =
= S Eijs worde matrixbases.

™e behandelen nu nog enkel e stellingen uit de groepenthecorie. Deze
stellingen gelden ook voor niet—-commutatieve groepen. “Te zullen de
groepen desondanks additief schrijven.

Eerste isomorfiestelling: Als G eeng-groep is, H een(l —~ondergroep
van G en N een normale9~ondergroep van G dan is (N,H) = (5,l), N0 H
normaal in H en (N,H) (mod W) is S -isomorf met E(mod W N H).

Bewijs: Uit de normaliteit van N volgt direct dat (N,H) een . wgroep
ig en dat (N,H) = (H,N) en dat N normaal is in (¥,H). De elementen van
(N,H)(mod N) zijn restklassen N+x (x € H). Dit geeft een $Z-nomomorfe
afbeelding van H op (¥,H)(mod N) waarbij blijkbaar H N N in nul wordt
afgebeeld. Dus (i7,H)(mod N) is 32 -isomorf met H(mod NN H).

Tweede isomorfiestelling: Als de %€ —groep G % —homomorf is met de
{? ~groep&kern van de homomorfie is W), en H is een normale 5% —onder- -
groep van G en H de verzameling der elementen van G die in E worden af-
gebeeld, dan zijn G(mod H) en G(mod H)2 -isomorf (m.a.w. {G(mod M)}

j"modl.H(mod N)} ig G2 -isomorf met G(mod H).

Bewijs: Pas achter elkaar de @ —~homomorfieén ven G op G en van G op
&(mod T) toe, dan *s de kern van de samengestelde 3i-homomorfie blijk-
baar H en dus G{mod H) 52 ~isomorf met G(mod H).

In een Q-groep G heet een keten S -ondergroepen G = G,, - .

D677 eee D Gyyq = 0 een normaalrij ven lengte s als iedere G; mor-
maal is in Gi—-‘i' De restklassengroeepen heten de factoren van de rij.
Ben tweede normaalrij heet een verfijning ven de egrste als zij alle
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G, bevat. Twee nommaalrijen heten gequivalent (of ook isomorf) als er
een eeneenduldige betrekking tussen de factoren van de rijen bestaat
zodat overcenkomstige factoren G2 —isomorst zijn.

Stelling van Jordan-Holder-Schreier-Zagsenhaug: Twee normaalrijen
van een & -groep G hebben aequivalente verfijningen.en wel, als de noxr-
maalrijen als volgt geschreven zijn: G = G1 3?02'7’.‘. ?)G8+1 = 0 en
G = H1,} H2I> see :)Ht+1 = 0, dan zijn de verfijningen rcsp. G =

G’11_:) (112 ':).,“. >G1_t ::} (}21;:; 'R :::’ (.‘2_3:;‘ a0 i:’ GSt = O en (2” = H11:>

=(Gi+1’Gi thj) voor § =1,..0,t+1 end = 1,.00,8 on Hyy = (Hj+1’Hj N &)
voor i..= 1,.0:,5“‘1 en j = 1,o¢v,to

Beyijs: Gi,t+1 = Gi+1,1 = G ,qe Du is dircct duidelijk, dat de
Gij gerangschikt als boven inderdaad een dalende keten vormen, dic een
verfijning van de keten der Gi is. Verder is cen tweetal opecnvolgende
termen uit dc licten stecds te schrijven als Gij cn Gi,j+1‘ Anzloge be~-
weringen gelden voor Hji’ e zijn klaar als we bewezen hebben, dat
Gi,j+1 normaal in G, . cn H L4+ normaal in H,, is en Gij(moﬁ Gi,j+1)
$2 —isomorf is met Hji(mod Hj i+1)' Nu is volgend de ccrste isomorfie=—
» - , Pl > -
stelling hj 0 61?4 :éﬁé 0 G; N &, normaal in G, /?Hj en (93{7 Hj)‘
(mod Gy g P Hj) ig ¥ ~isomorf me%d (Gi+1’Gi,) Hj)(mod Gi+1)' Lvenzo is

Gy H normaal in Gy ) Hj en dus (Gi+1 N Hj’Gi N Hj%1) normael in

5 en (Gi+1’Gi N Hj)(mod Gi+1)

wordt (Gi+1lﬂ Hj’Gi N Hj+1) afgebecld in‘(Gi+1 N Hj,Gi/i Hj+1’ Gi+1)

J+1
Gi N Hj. In de homomorfie tussen Gi 1 H

(mod Gi+1) = (Gi f Hj+1’ Gi+1)(mod Gi+1)‘ Dus is, volgens de tweede
isomorfiestclling, Gi,j+1 =f£Gi+1’Gi N Hj+1) normaal in Gi,j = (Gi+1§
VG 7 Hj) en-Gij(mod Gi,311)ad-isomorf met (Gi,ﬁ H ) mod (Gi O Hiiqs
»Gi+1 N Hj))? Om rcdenen van symmetric is dan ook (Gi51 H.)(mod eGi{X

/) Hjpqs Gyiq 0 H5))SC ~isomors mot (Hy,q,6; (1 Hmod (Hj,qsHy 0 Gyuq))=
= Hji {mod Hj’i+1g, waarmce de stelling bewezen is. .

In een normaalrij kunnen herhalingen (Gi = Gi+1) optreden. Len nor-—
maalrij zonder hcerhalingen, die zichzelf als cnige verfijning zonder
herhalingen hecft, heet cen compesiticrij. Op grond ven de tweede iso-
morfiestelling is ccn normaalrij dan c¢n slcchts dan cen. compositicri]
als zijn factoren irreducibelef;?~ondergroepen £ 0 zijne Uit het boven—
spaande volgt nu: .

Twce compositierijen van een zelfde.f?-groep zijn acquivalent. Als
eerxgzwgroep cen compositieri] bezit, is icdere normaalrij tc verfijnen
tot con compositierij. ' ,

Stel nu dat de normale GO ~ondergroepen van een % ~grocp G aan de
magimum- eﬁminimumvoorwaarde voldoens Volgens de maximumvoorwaarde is

er ccn maximalc normalec §I —ondergroep G2 £ G cn als G2 £ 0 een maximale
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normalejﬁ.~ondergroep Q3<( Gz enz, Volgens de nminimumvoorwaardc moet
dit proces na cindig veel stappen afbrecken. Het remaltaat G = GT)

v Gy 7 ees 7G4 = O iz blijkbaar con compositiorij. (Het is cen nor-
maalrij van ccn byzonder soordt, n.l. cun waarin alle Gi nict alleen
normaal in Gi«1 maar zclfs in G zijn). Lact nu omgekcerd G cen compo-
siticrij G = G1 b4 G2 7 ses GS+1 = O bezitton., Stel cen oncindige
gstijgende etting normale gﬁ—ondcrgroapen H1 < H2<i svey dan is
0 <§H1 < H2< vee & Hs+2 £ G cen nermaalrije Deoze ig te verfijnen dot
ecn compositicrij, dic acquivalcent is met do gegeven compositicrij.

Dit is echtcr onmogelijk, want de verfijning van de normcalrij heefd
mingtens s+1 factoren en de gegeven compositicrij heeft cr maar s.

De normaledl -ondergroepen voldoen dus aan d¢ maximumvoorwaarde, Lvenzo
bewijst men dat ze aan de minimumvoorwaarde voldoen. Hiermcc is gevonden

Een.52~gmoep heceft dan cn slechis dan een compositierij, als zijn.
normale §?~ondcrgroepen aan de naximum- en minimumvoorwaarde voldoen,

Uit het bewijs volgt verder nog, dat als de normale 52 -ondcrgroepen
aan de maximum— cn minimumvoorwaarde voldoen, dc lengde van dc stijgen—
de cn dalendc kettingen niet allcen cindig, maar zelfs begrensd is,
dewseze €r is cen natuurlijk getal, dat alleen van deS2~—groep afhangt,
waar de lengdc van alle stijgende en dalende kettingen onder blijfi.

Te willen nu nog ecn belmgrijke stelling over dirccte sommen bewlj—
zcne Ock deze stelling geldt evenecns voor nict-commutatieve groepen.
Daar we tot nu toc allc begrippen samenhangende met dirccete sommen
alleen voor cummutaticve grocpen hebben afgeleid, zullen we ons ook
nu tot commutatieve groepen beperken. Het bewijs gaat voor niet—commu-
tatieve groepen vrijvel onveranderd door; allcen moet voor sommen van
endomorficén, dic crin gebruikt worden, dan telkens bewezen worden,
dat die weer.endomorficen zijn, wat bij commutaticve grocpen automatisch
het goval is.

Te beschoura een commutatieve {2 -groep G £ 0, waarvan de % —onder-
grocpen aan de maximum- en minimumvoorwaarde voldoen. Dan is G te
schrijven als directe som van onontbindbare ‘¢ -ondergroepen £ O.

e willen nu twee van dergelijke splitsingen (G = Gytaeetly =

= H1+...+Hk) met elkaar vergelijken. Laat de bijbeho;ende projecties

1 = E1+"‘+Eh = F1+...+Fk zijns Past men E1Fj toe op G1, dan ig dit een
{2 —endomorfie van G1 in zichzelf; verder is E1 = E1F1+..,+E1Fk in

G1 de identieke transformatie. e willen eerst bewijzen dat minstens
één der E1Fj een §? —automorfie van G, is. Daartoe bewijzen we eerst

de volgende hulpstelling.

Als een § -groep K, waarvan de 5?~0ndergroepen aan de maximum- en
minimumvoorgaarde voldoen, onontbindbaar is, A en B.% —endomorfieen
van K zijn en 1 = A+B, dan is A of B een automorfie.
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Bewiis: A = A® + AD = A% + BA, dus AB = BA. Als A en D geen van
beide een automorfie zijn, zijn ze beide nilpotent (Schur). Hu is 1=
(A+B)m een som van termen AT met r+3=m. Voor m voldoende groot is
A" =00f B’ = 0, hetgeen de tegenspraak 1 = 0 oplevert,
Past men dit toe op B1P1 = A1 en E1F2+..‘+E1Fk = §3 in 61‘ Als A1
geen automorfie is, dan is 31 een auvtomorfie, dus B1 bestaat. Dus

-1 1., : e - . s \
1 = B1 E1F2+...+u1 1Tk’ As u1 Q1F2 geen automorfie is, is
-1
B

1 E1F3+...+B1"1 E1Fk een auvtomoriie enz. Lo vinden we daf er een na-

tuurlijk getal j (1 & § & k) bestaat, zodat 3311”.‘3”13 Iz 1y
B11,...,BJ ; automorfieen in G1 zijn en dus ook E1Pj een automorfie
in G1. Nummer de H's en de F's nu anders, zodat j=1.

Beschouw nu de §2 ~homomorfie F, tussen G, en F,G, C Hy. Daar E,F,

1
een auvtomorfie in G1 is, is F1 een isomorfie. HNu is F1G1 een L -onder—

groep van H1 en evengo ET’ de verzameling der elementen z van H1,
waarvmxrﬂ1z =0, Bij een y € H1 ig een w.€ G1 te vinden, zodat E?y
= E,Fyw. Als ve nu schrijven y = (y - F w) + F,w, dan is h1(y~31w}ﬁky
- 5 Fw=0, dusy - Iywé€ H1, verder is Pyw € F, G, Verder 1s"ﬁ n o,
NF 4G4 =0, want uit B4z = 0, z.= PyX,X € Gy volgt E1P1x = 0, dus x=0,
dus z = 0. Dus is H1 =Hy + F G1. Uit de onontbindbaarheid van H1 volgt,
dat H1 = 0 of PGy = 0, maar F G4 = 0 kan niet, omdat ¥,y een igomorfe
afbeelding van G1 is. Dus H, = O en H1 = F1G1. Dus is F1 een isomorfie
tussen G1 en H1 en, omdat u1ﬁ1 een automorfie van G1 is, is E1 een iso-
morfie. tussen H1 en Gj. Verder is H1 n (G2+...+Gh) = 0, want als
z & H1,z € G2+...+Gh, den is qu = 0 en daar E1 een isomorie afbeelding
van H1 is, z = 0, Dus &' = H1+G2+...+Gh is een directe som. Beschouw
nu D1 = F1E1 + 32+..,+Bh, dan beeldt D1 blijkbaar G op G' af., De direct-
heid van de som in G' geeft nu, dat uit D1z = 0 volgt F1E1z = Ezz =
=...=Ehz = 0, maar omdat F1 een isomorfe gfbeelding van G1 is, is dan
ook E1z = 0, dus z = 0. .Volgens Fitting is:hmn31 een automoriie cn
= G's Dus G = G1+Gz+"‘+Gh = H1+G2+...+Gh.

Stel.nu dat een paring verkregen is tussen Hi en Gi voor 1 = 1;
= 1,2,s4.,7 <k, zodat I, eenS? —isomorfie tussen H, en G, en ¥,
% ~isomorfie tussen G, en Hy is, G = Hy+eo o+l + r+1n..+Gh en D
= ?1B1+...+F E + Br+1+"‘+Eh eené:’—antomorfle. Vorm nu restklassen~
groepen naar H1+.‘.+H « Blijkbaar is dan ¢ = +1+"‘+Gh
= Hr+1+...+Hk, waarin G = G(mod HyteoodH, Y A0, G G = (H Foo s F Gl)
(mod HoteoodH ),,Ban is Glr? -isomorf met G, en HJ XY isomorf met H..
Volgens het bovenstaanﬁe kunnen we nu, eventugel na permutatie der
4§r+1""’Hk’ psq ParEn metd Hr+1’ zodat de overeenkomstige projectles
Epyq oD Fr+1§2 -isomorfieen zijn tussen H 41 D G +1(resp, G.., en

r+1
r+1)‘ Verder is 6 = K + G +...¥E£ Als nu x e (H1.-..+H 1)n

r+1

f Hj = (H1*901+Hr+ﬂj)(m0d }31+uoc+ﬂr)ﬂ
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N (Gr+2+...+ }; dan ig de rcatklasse x&H Rl (G +...+§h), dus
O, dus x E- H. &vno‘*’Hr, maar (H +-on+Hr) ﬂ (G’ +on:+G‘h)'= 0, dus

r+1
0, dus H1+,.:+H Gr+2 ...+G«h is een dirccte son. Uit x € G
F ¥ = 0 volgt F

LR o
i

i

r+1 r+f? ¢
r+1x =0, dus X = 0, dus x € Hyteoo+ dus x=0, Boschonw

nu D 1 = F1b1+”‘+Fr+’! ri1t r+2 +.-.+.bh dan beeldt deze G of op
H1+"‘+Hr+1+c‘r+2+"'+(}h‘ Uit Dr+1z = 0 volgt dan F1”"‘1z =‘“=Fr+1Er+1Zn

=5 +0% -....—-.uhg = 0, Maar dan is ook I D4z -...-.rar 42 = 0, dus z = Q,
dus Dr+1 is een automorfie en G = H1+H.+HI,_,_1 Gr+2+“'+Gh‘ Verder zijn
Plyq o0 Bo o §! -isomorfiedn tusscn Gppq on Hopy (resp. G4 en Gy 4.
Hiermec is de volgende stelling verkregen:

Stelling van Remak-Krull-Schmidt: Als G ecn commutaticve S° ~Zroep
is, waarvan deSe -ondcrgroepen aan dc maximum— en minimumvoorwaarde
voldocn en G = G1+..,+G} = I‘1+"'+Hk’ waarin G en HJ onontbindbare
S¢ —grocpen AQzindan is h = k cn er is ecn &¢ —-au‘tomorhe D en cen
ordening der Hj, zodat DGi =H; en G = H1+““+Hr+Gr+1+"""Gh’

Men kan dezce stelling ook voor projecctics formulercn als volgh:

Als € een commutaticve 42 -groep is, waarvan de % -ondergroepen aan
dc maximum—- en minimumvoorwaarde voldoen cn E en F zijn primitieve
projecties £ 0, zodat Dyteeetly = 1, E1+...+Fk = 1, L0y =0 als
i4ir, Fij, =0als j £3', dan is h = 1;. en er is ccn 42 ~automorfie
D.en ecn-ovdening der F, zodat F, = DEiD" en zodat D = F,5,+.eu+P B +
+ B, q teest E con S2~automorfic is.

In beidc stellingeix?kiezen we D = F1E1 ...+FhEh, dan is D.ui = Fi:ﬁi =
= FiD'!’ dus Fi = DEiZD .

AMls G = 6' + G" ecn willeckeurigedirecte ontbinding in § -groepen is,
ig cr cen verfijning van deze tot een ontbinding inonontbindbareii-groe-
pen. Als de. H:! geschikt geordend wordcn, is er cen wotomoriie D zodat
DG' = H1+c..+Ht en DGY = Hy gteeotHps

Laat nu G ecn comautaticve & ~groep zijn waarvan d¢ ® ~ondergroepen
aan dc¢ maximum- on minimumvoorwaarde voldoen en V cen verzameling van
nilpotente R -endomorficdén, dic gesloten is Heoeve ver u:m'x gvuldiging.
Als s dc lengte is van ccn compositierij van G, dan g ¥S = 0.

Bewijs: Yeem ecn willckeurig stel By,s.,By €V or 2on ¢?-onder-
groep H van G, zodat B;HC H en stel By...BH A 0. Tu is ¥ D B. HZ2
- B. BjH D... cn :n.deru Bj..++ByH is ecnqugrocp. Dus H ”75; Bi1Hu

DZ B; B; H> ... is ecn dalende ketting Q2 ~ondergrocpen van G. Als

<, 1 *2
erge'n§ cen gelijktcken staat, staan verder in de ketting ook zolijk-

tckens. Daar d¢ lengbe van cen compositierij van H (g is, ig er cen
r < s zodat Z B; eesB; H = S B, «+.B. H. Nocm H! =ZB; «eeBy H
S i,} i 1 1

r r+1 4
Daar Byes+BgH £ 0, is H' A O, Verder is H' = ¥BH =... , Ir bostaat

cen onedndige rij B, ,B. ,e.. zodat B; ...B, H! ,;é 0s 5%:1 nsle D
1,771 11 i,

2
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termen By ;...,Bip gevonden zodat Bi‘i“.B pH' £ 0. Dan is Bi‘l“.BipH'

= jZ.'Bi...Bi ByH, en dus is er een i, zodat Bi1...Bip+1H' #£ 0. Laat k

een der indices zijn, die oneindig vaak in de rij Bi1’Bi g+« VOOTrkomen.
, 2

Daar we aan de voorkant een eindig aantal termen weg kunnen laten zonder
de eigecnschap, dat Bi.l'”BipH! £ 0 is te verstoren, mogen we 11 =k
stellen. Dus bestaan er s endomorfieen 01,... ,G in V, waarin Ci =
BkB‘ en. B‘ cen product van B.'s, zodat 01...081{' A 0. Daar Ek nilpo=
tent is , is B H!' < H' en daar ic H'C B H', is 2 C;H' < H'. Met
behulp van de redenering aan het begin van dlt bewijs v:Lnden we een
42 -ondergroep I £ 0, < H' en dus s { H, zodat H= X CiH. Door de rede-
nering te herhalen vinden we een H £ 0, < H en endomorfieen Di in V, DA
dat H = ZD‘Ln. Dit leidt tot ecn niet-afbrekende dalende ketting G2 —on-
dergroepen van . Do cuderstelling By++-BH £ 0 is dus tegenstrijdig
gebleken. Door dit op H = G toe te passen, vinden ve B,g...B = 0.
Verondersyel wozr dat de 2 -ondergroepen van G aan dc maximum~ en
minimumveoorasrdc voldoen. Laat G = G1+...+G een directe ontbinding
zijn in onomtbindbare $¥ —groepen. Gy £ 0; laat 1 = By+e.. 43, de bijbe-
horende projectics zijn. Noem de ring der S¢ -endomorfieen S. Voor een
A €5 geldt daet A op een en slechts een manier te schrijven is als

A= 3 A ., waarin mjé 54SEs. Immers A = 3 ByAE; is zo'n schrijfwij-
ze en‘als’ S ;B B, = & E, 103485 met By €5, C;;€ S, dan 15 BB T =
= B = = v - .

E ( 4 DBy 52508 = Bp( T By0;4B)E, = B Co B . Bon Ajg& E, SE,

beeld't G}: voor k¥ £ j in 0 af en induceert een S -homomorfie tussen

Gj en een 5l ~ondergroep van Gi. Ve bewcren nu dat het radicaal van S
juist bestaat uit die & -endomorfieén B, waarvan de Byy in de schrijf-
vijze B = ¥ B, J,B i3 € Ei“’Ea gecn van alle een £ ~isomorfie tusscn

G’j en Gi inducercn. We moeten dus bewijzen, dat de verzameling R van
deze B ecn nilpotent ideaal in S is en dat alle nilpotente idealen van
S in R bevat zijn. Laa'b BE n, B =2 B, 130 CE€ R,G =S ci:j zijn en
nocm A, iy = Bla + Gy een S ~isomorfie A1 tussen G;} cn Gy 1n—-
ducecrt, stellen m, D E i.;j E; dan is }ine B, SE i* Nu volgt u:L'l;

-J

!
dat er cen z ;é 0 in G3 nsvmrworB 152 = 0 of dat G'; = B; 3G3 < Gy. Als

Biaz = 0, dan ook P 148342 = O- Laeat Gyt Gy zljn en stel dat FliBij

een@ ~igomorfie tussen Gj en GJ. inducee t¢ Dan induccert Pli een 52 -i-
somorfic tussen Gi‘ en Gl. Dan bewijst men op dezelfde wijze als in het
bewijs van de stelling van Remak-Krull-Schmidt dat G, = G, ' + G",

waarin Gi“ de verzameling van dic z £ Gi ig, waarvoor Plim = Q.
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(Bij ve G; is een W€ G, zodat Pliyd)li:aijwﬁ dan is y.—.{Bijm. (y..BijW) <
€ (Giv,Gin); verder volgt uit y=Bijx_, X€ Gj’ Py4y=0, dat PliBijxao’
dus x=0, dus y=0), Uit de onontbindbearheid van G; volgt dat G,'=0 of
G;"=0, maar G;"=0 is onmogelijk wegens G;"< G, en G,'=0 is onmogelijk
omdat Gi=(}i" in strijd is met het-feit dat Pii de hele GI als beeld hecft.
Dus PliBij induceert geen@-isomorfie tussen Gj en Gl, dus PliBijé“ R.
Hieruit volgt dat noch Dy B, noch D..6.. een automorfie in G. induceert,

meayr daar Ejzﬂzj AijzpjiAi(j:DjiBij +Di;ljczg en Ej de identieke tranmsforma-
tie in Gj induccert komen ve in strijd met een vromger bowezen hulpstel-
ling. Dus B+C € R. Nu bewijzen we dat als BE€R, B:}:Bij, AES, A= E‘[‘ij’ den
AB& R en BA€ R is, Hot is voldoende te bewijzen. dat Bij‘z‘kf‘ﬁ R en Aleijé R,
Voor 1£ 1 is 4y1B;5=0 €R; voor hysByy is het hierboven a2l bewezen. Als

£ k is Bij.é'-.kl:f)é,R; als Ajl geen G2 -igomorfie tussen & en G, induceert.
geldt Ajlé R o2 dus is Bij""‘jle R a2l beweczen; als hiqy wel een A2 ~isomor-
fie tussen G- on Gj inducecrt, dan induceert BijAjl geen -2 —igomorfie
tussen G’l en Gi omdat Bij geen.@. ~igomorfie tussen Gj en Gi induceert, dus
BijAle R. Hierme< is bewezen dat R een ideaal :'gs‘

Om *te¢ Dewijzen Cat R nilpotent is nemen we een B € L, B::Z_Bij en
ontbinden & z¢ in G=G'+G" dat B in G' nilpotent en in GY een automorfie
is (Fitting). )

(Volgens de stelling van Remak-Krull-Schmidt is er cen 32 -automorfie U
‘en €en ordfm.i.?g der G, zodet UG'=H1=G1+...+Gt en__UG":Hz‘—‘Gt—m"'“‘*Gs'
Den is C=UBU € R en C lnduceert een mutomorfie C in H,. Stel G" > 0,
dus t < s. Ncewn E‘~2/~.~.Et+_xv'r...+ES, dan is E(2)=CE'1E(2) € R, en dan o0k
EszE(‘?)ESg‘: E, mnawn Esé EsSEs en is de identieke transformatie,dus ecn
automorfie in Gs’ dus ESQZ R, Dit geeft een tegenspraszk, dus t=s, G¥=0,
dus B is nilpotent. Uit de vorige stelling volgt det &k nilpotent is.
Als T een nilpotent ideasl in 8 is en NE€ T, N:ZNij, dan is Nij=EiNEj
dus Nije T. Daar Nij nilpotent is, kan Ni’ gecen isomorfie tussen Gj
en G’i inducercn, dus N& R, dus T C R. Dearmee is alles bewezen en de
volgende stelling verkregen:

Als G=G,+...+G_ een ontbinding in onontbindbareil -groepen £ O is
van de &2 —gfoep G, wasrvan de S¢ ~ondergroepen azn de.meximum- en mini-
mumvoorwarrden voldeen, ‘I:CE,1+.,.+EB de bijbehorende projecties en S
de ring der {2 -endomorfieén van G zijn, dan vormen de -¢ -endomorfieén

B.., waarin B.. € E.SE. en B.. geen van alle 5. ~isomorfieen tussen
ij i i ij

i
1

J J
Gj en Gi induceren, een nilpotent ideazl R in 8, dat aile nilpotente

idealen in S omvat. R is dus het radicazl van S.

Rengschik mu G; zo dat G,,.. -Gy onderling S -isomorf zijn,
ﬁ
, onderling & -isomorf, mesr niet &2 -isomorf net Gyoovnsly

+1"..’Gk1+bnt+kt' NOem G(1)d}1+.Q'+Gl; ¥
(+) | !
+1+‘1. q“l"G'k +k e 9G =G-k1+, . o+kt-14‘1+’ ° ‘+Gk1+. . .+kt

Gk,¥+1”“’Gk1+k
e?z; tot Gk

2) _
G. V“G'k

qFe etk

en-
1 172 i



| R 39
E(1)*E1+"'+Ek1""'E(t)*Ek1+...+kt,1+1 bty Als i en J in
verschillende gebieden k1+...+k +1,...,k1+...+k€ en k1+...+kq 1+1,...,
ky+...+k  liggen, den is E;SE.C R. Dus is s(Psplde 3 a1s pZ g en deor
s=3 E(p)SE(@:(E(ﬂSE“),..‘,E(t)SE(t),R) en BP)sr(Pg(0)gp(®) o yoor
pﬁfz’is (E(p)SE(P),R) ecn ideaal in S en S=S(mod R)=§1+.‘.+§t, woerin
5 =(2®55(®) 8) (moa ®). Da~r 3(Ple EPIsE(®) en (¢ r 1s 5 £ 0.

Ru is, zoals we vroeger gezien hebben het verband tussen L€ E p)SE(p}

+-.Q+E
k
1

en zijn effect geinducecrd in GP) con isomorfie tussen EPISE(R) en ae
ring van de%¢ ~endomorfiedn van G(p). Daaruit volgt dat het radienal va
E(p E(p) bestaot uit de elementen Z:Bi wearin 1 en j beide behoren to*
k1+...+kp*1+1,...,k1+...+k en B @ §cen ve . alle isomorfie€n tussen
Gy en G; zijn. Het rodicesl van B Plge(®) ig qus B(Plsz(® N pg(Ppe(®
en hlerult volgt deor toepassing ven de eerste isomorfiestelling dat
§ isomorf is met B(P)gp(P) (med E(P)RE(p))

Stel nu dat G homogecn is in die zin dat al zijn onontbindbare componeﬂ
ten G G} -isomorf zijn (dus t=1). Dan hebl.en we vroeger bewezen dat S
een matrixring Ts is, warrin T isomorf is met de ring van de 52 —endo-
morfieen van Gi, mear .omdat Gi onontbindbear is, is T volledig primaire, .

Stel nu dat S een matrixring Ts igs over een veolledig primaire ring
T, dan is T(mod R') een scheef lichaam als R' het radica-1 van T is.
Dan is RN T ecn nilpotent ideeel in T, dus R 1 P € R', Aan de endere
kent, als Ei. de matrixbasis ve.nu S vormen en Ai.lélﬁ' den vormen de ele-
menten E_Eijﬁij een nilpotent idemal in S dat dus bevat is in R. Specisal
is voor & € R' ock 4=Z B,y 4 € R dus R' C R, Dus R N T=k'. 4ils B=
_.I:E Bia een element van R is, is B, 15" By ;BE., een element van
RN T—R' Dus is R~R‘ en de restklassering S=8 %mod R) is isomorf met
(T(mcdR')}s, cen matrlxrlng over een scheef lichram, dus e<n enkelvou-
dige ring. )

Stel nu det S5=S(mcd R) enkelvoudig is. Verder is in het algemeen
3=F% +...+St met 5. s# 0, dus in dit gevol moet t=1, dus & homogeen zijn.
Da*rmee ig de krlng van impliceties gesloten en de voigende stelling
verkregen:

Voor een g?«groep G, waarvan de &2 ~ondergroepen ccn (2 meximum-~ en
minimumvoorwaarden voldoen en weorvan § de ring van S. ~cndomorficen en
R het redlca 21l van S is, zijn de veolgende voorwaaruen acquivalent:

g is homogeen ,

20 §:1 metrixring ven grasd s over een volledig priwsire ring T,

3° S(mod R) is enkelvoudig.

Als in een ring S met één de l-idealen aan de minimunwveorwearde
voldoen, dan voldeoen ze cok asn de meximumveoorweesrde.
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Bewijs: Als het radicaal R van S nul is en S dus halfenkelvoudig
is hebben we het al vroeger bewezen. We mogen dus rannemen dat er een
natuurlijk getal s is, zodat Rsﬁ 0, RS+ O. We beschouwen de reguliere
representatie van S, d.w.z. we vatten de additicve groep van S op als
S-modulus met els vermenigvuldiging de gcwone ringvermenigvuldiging.Deel-
moduli zijn dan juist l-ideeslen. De deelmoduli voldoen dus =an de mi-
nimumvoorwearde. Nu is S » R> ... >'RB > 0 een dslende keten S-moduli,
De restklassenmoduli 3(med R), R(mod RZ),... worden alle geannuleurd
door R en zijn dus op te vatten als S(mod R)-moduli. Verder voldoen dc
restklassenmodgli S{mod R), R(med Rz),... cok ar. de minimumvoorwarrde.
Dasr 5=S(mod R) hzlfenkelvoudig is en zijn &én de identiecke transforme-.
tie in S(mod R), R(mod Rz),... inducecrt (immers S had zelf een één),
volgt uit een stelling uit de represcntatietheoric, dat de S-deelmodul’
van deze S-moduli ook esen de meximumvoorwesrde voldeoen en dat deze S-
moduli dus compositierijen bezitten. Isct b.v. S(med k)= E‘!}EZ) wdh =
= 0 zijn, wearin Ej(mod i.+1) irreducibele S-moduli en dus irreducibele™
S-moduli zijn. Dus S=L, > L2> -+ 2 L =R, werrin L, het l-ideaal is
dat op 53 wordt afgebecld in de homomorfie tussen S en S{mod R). Vol~
gens de tweede isomorfiestelling is Lj(mod Lj*1) S-isomorf met Ej(modl3g
en dus een irreducibele S-modulus. Evenzo R=L > «.s :>Lm = R? ’
wearin L, weer l-idealen zijn en Iy (mod Lk+1) irreducibele S-moduli ens.
Zo is S=L1> «.. > 0 een compositierij ven S-moduli en de S-meduli
(dat zijn de l-idealen van S) voldoen dus ook -en de maximumveoorwaarde.

Op grond van deze stelling kunnen we de stellingen over endomor-
fie€nringen nu tuepassen. Leat § een ring met één zijn, wearvan de l-
idealen ean de minimumvoerwsarde en dus aan de maximumveoorwszarde vol-
doen. Omdat S een één heeft, is S invers-isomorf met de ring van de
rechtsvermenigvuldigingen van de additieve groep G van S. Vatten we
G op 21s 82 —-groep, warrin $ bestaat unit de linksvermenigvuldigingen,
dan zijn de $¢ ~omdergroepen van G de l-idealen ven 8 on de S —endomor.-
fie€n van G zijn de rechtsvermenigvuldigingen. Hieruit volgt nu onmid-
dellijk:

Lls 8 een ring met &én is, weervaen de l-idealen -=n de minimumvoor-
waerdc veldoen, dan 1s iedere nildeelring van S nilpotent.

Als S een ring met één is, wesrvan de l-idealen szau de minimumvoor-
waerde voldoen, dan zijn de volgende voorwaarden zequivelept:

4° S is eun directe som van l-idealen, die als R -gr.c¢pen (SP bestacn-
de uit de linksvermenigvuldigingen ven de additieve gruep van 8) onont-
bindbaar en onderling S -isomorf zijn,

2% S(med R) is enkelvoudig,wamerin R het radicaal vau & is.

30 sara een matrixring van greaad s over een volledig rrimaire ring T.

Lls een van deze voorwearden vervuld is, heet S ec¢n rimaire ring.

We zullen een l-ideaz2l A van S, dat als S2 -groep opgevat onont-
bindbaar is ook een onontbindbaser l-ideasl van S noemen, d.w.z. als o
A<B+C en B en G zijn l-ideelen van S en den is B=0 of 0=0.
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We nemen nog steeds acn dat 8 ecn één heeft en de l-ideslen van S
ean de minimumvoorwaarde voldoen., 4Lls S=L1+...+Lk, Li l-idealen en
1=e1+...+ek de bijbehorende ontbinding van 1, den is € =€ 8, +u. te 8y
en dear eieJéE Lj, geldt eye. *O els if£ j en e, 2_ui, Verder is evenzo
voor a; € L; a;=a, e1+...+ai k’ dus 25y =0, voor if j en ajey=8y, dug
L =Se;. Lapt omgekeerd 1=e, +...+e; “1gn met eje. ~O, voor 1£ j en e;“=e_,
dan is S-Se1+‘..+Sel, want als X, € 1+...+xlel=0 dan is 0=x1e1ei+...+x1 lef
:xiei.

In een ring S met één, wasrvan de l-idealen san de minimumvoorwarr-
de voldoen is ee¢n minimaal niet-nilpotent 1l-~idezal hetzelfde als een
cnontbindborr bestanddeel 4 O in een directe ontbinding ven § in l-ide-
alen,

Bewijs: 1° Laat 4 een minimsal niet-nilpotent l~idesal van S zijn.
L bevat een idempotent e (zie blz. 19). Nu is SeC 4 en Se is ecn 1-
ides2l en niet-nilpotent want e=e 45 Se. Uit de minimeliteit van 4
volgt dat Se=i. Nu is (1—6) =1-e en e(1-e)=(1-e)e=0, dus S=Se+3(1~-e).
Verder is A oncntbindbaar, went als A=B+C was met 0 < B < 4, 0 <C < 4,
B en C l-idealen in S, dan volgde uit de minimaliteit van 4, det B en
C nilpotent zouden zijn, maar dan was L ook nilpotent.

2° Lart L ee¢n onontbindbasr bestanddeel £ 0 zijn in een directe ont-
binding van 5 in l-iderlen, dus S=4+B, A en B l-idealen. Last hierbij
1=e,+e, zijn, dan is A=Sc,. Omdet LE O, is e1ﬁ 0, dus e, een idempotcnt,
verder 3165 L ,dus 4 niet nilpotent. Als A niet minimeal is als niet-
nilpotent l-ideael, is er een minimaal niet-nilpotent l-ideasal L < A.
Dan is L:SeB, €3 idempotent, Dan is e3e =ey (e is rechtséén in A); ver-
der is voor nlle a & L, aee—o Schrljven weznu 1—51 3+(e -2y e§)+e2;
dan is (e 83) =083, (e 3) =€,-¢ 33, e, =e,, e, 3(e 183
_(, 3)e1 3=84€38,=858, 3.(e1 e e3)e2-62(e -e 93)~O, dus S=
_Se1e +S(e 6,85 )+882 en A.Se1e3+s(e -eqe 3} Maar e3_93e183££ 36183,
dus 38193=Se3, dus A_L+S(e ~-€ es) en 0 < L < A, Dit is in strijd met
de cnontbindbasrheid van L. Dus A is ecn minimaal niet-nilpotent 1=
ideanl,
‘ Leat 8 ecn ring met één zijn, waarven de l-ideslem aesn de minimum-
voerwaarde voldoen. Als S=L1+...+LS, Li l-idealen £ 0 1=ei+.ﬁ.+eg,
R het rodiceal ven S,e; de restklasse (mod R) waar e; in ligt en T die
waar 1 in ligt, den is bligkbaar 1= e1+...+es, ei 5= 0 cls if 3,
ei =€. £ 0 en §=8(mod R)-ﬁe +...+§“ We willen nu bewiirven, dat iedere
cntblndlng ven § in l~idealen nu oak op deze wijze te krijgen is. Het
is blijkbaar veoldeende, hiertoe de volgende hulpstelling te bewijzen:

Als a1,...,ak idempotente elementen in § zijn, zodat = a =0 veor
i£ j, dan is het mogelijk idempotente elementen b1“‘“’9k in S te kie~
zen,uzodat il iﬁ de restklasse al ligt en ele3=0 voor ix js verdsr vol
uit Bytee ety = 1, dat e1+...+ekzj.
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Bewijs: Laat qw...,e al bepasld zijn, zodat e 1€.ai, eie = 0 voor
it 3, ey=8;. Kies een ue a.m 4 en stel v=u-eu-we+eue met e= .E ) dan ie

v=u(mod R) want eu ”a% iam_,[.. 0 enz. Verder is 8,

Dus is v23v+z met z nilpotent; laat z%=0. Mu is zv=v3~v2=vz. We probera-
2

v_vei=0 voor i=1,..,

nu een element w=f(z)v+g(z) te bepalen, zodat w =w en f(z) en g(z) poly-
nomen in z zijn met gehele coéfficienten en wel f£(z) met constante term

1 en g(z) met constante term 0. Dit leidt tot de vergelijkimgen
f2+2fg-f=0 en zf2+gz-g-—0 We lossen deze vergelijkinger e:rst op in ma-ht-
reeksen in een onbepaalde t. Dopr ellmlnc,.tle vinden we £(t)= (144t)
g(t)=T(1-2(t)). Mu is (1+4t)" 7= 2(4,3 220681y 3 (-1) (Eﬂ"ﬁzt“

de coefficienten 2zijn alle geheel. Retzelfde geldt ook voor g(t). De
machtreeksen voldoen formeel aan de gevraagde betrekkingen, Vullen we
z in voor t dan worden aelle macbten met exponent > s nui; er komen dau
veeltermen in z. Nu is w=v(mod R) en w idempotent. Verder is e.z=

i
ei(v2-v)=0 dus e w=eif(z)v+eig(z)=0 en evenzo wei=0. Dus kan w gebruikt

i
worden als het element e_ ,. Als }_’,'a'izz?, dan is Zeisﬂy, y€ R, Daar

2

m+1
> ey idempotent is, is (1+y)2=1+y, dus y

dus ¥ e =1,

Met een directe ontbinding §=8a,+...+58, met T=2, +...+a corres-
pondeert S=Se, +...+Se, met 1=e,+...+e,. Blijkbear is Qu onontbindbarsy
dan en slechts dan als Sel onontbindbaar is. Omdat § halfenhelvcudlg iey
is §Ei onontbindbaar dan en slechts dan als hij irreducibel is.

Beschouw nu T:Sei+8ej=5e, e=ei+ej, e; en ej primitief, Dasr S=

T+5(1=e) zijn de projesties E en E' behorende bij dcz> ontbinding de
rechtsvermenigvuldigingen G(e) en G{1-e). Noem weer>t de ring der links-
vermenigvualdigingen van S, dan is de ringtP der & -zndomerfieen juist
de ring der rechtsvermenigvuldigingen. De ring der §2 —cndomorfieen van
T is dan isomorf met EfﬁE, dus invers-isomorf met eSc. D i zijn Se
Se, dan en slechts dan 32 ~isomorf als eSe primair ig. v is eSe (modRﬁeSe)
isomorf met (eSe,R)(mod R)=eSe en eSe is invers—isomorf met de ring der
$2 ~endomorfietn van T=86. Daar T volledig reducibel is, is o8¢ halfen~
kelvoudig. Hieruit voelgt dat R N eSe=eRe, dat blijkbaar vevat is in het
radicaal van edSe, met dit radicaal samenvalt. Dus is eSe primair dan &i.
slechts dan als e8¢ enkelvoudig is en hieruit volgt:

Als S~Se1+...+8ek, ey primitief, dan zijn Se en Se. dan en slechts
dan $t -isomorf als §" en §e. 52 -isomorf zijn (alles onder dezelfde ver-—
onderstellingen en notatles als boven).

Als L een onontbindbaer l-ideazal van S is dat in een directe ont-
binding ven S in l-ideslen optreedt, dan is er een grootste l-ideaal wvil
S dat < L is, Als L en L' onontbindbare l-idealen van S zijn, die in (o
ventueel verschillende) directe ontbindingen van S in l-idealen optrede
dan zijn L en L' dan en slechts dan 52 ~isomorf, als hun e¢<rste composi-

+y=0, dus y:;~y2=y3=...::.,’),
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tiefactoren Q2 -isomorf zijn.

Bewijs: I is minimael niet-nilpotent l-idesal van 8, dus is icder l-ideasl
van 8, dat < L is, nilpotent. Blijkbaar is RNL het greotste dergelijke
l-ideasl. De eerste compositiefactor van L is L{mod NI on deze is iso-
morf met (L R)(mod R)=I. Volgens Remok-Krull-Schmidt is I R -isomorf met
een van de l-ideslen L1 die voorkomen in de ontbinding van 8 dic L' bve-
vat., Dus zijn L cn L' -isomorf dan en slechts dan =ls hun cerste com-
positiefactoren het zijn.

We willen nu een verbeand leggen tussen de ontbiniin. van 8 in ononti-
bindbare l-idealen en die in oncntbindbare ideclen. Hiertce dient de voi-
gende hulpstelling.

Laat G en G' S-moduli zijn met compesitierijen, last verder G ecn
grootste deelmedulus H<G hebben en G S-hcomomorf zijn met cen S-deelmo-
dulus K£ O van G'. Dan bevat iedere compositierij ven ' cen fector die

' S—-isomorf is met G(mo:i H).

Bewijs: Leat Z de kern zijn van de homomorfic tuszen G en K, dan is
K S-iscomorf met G(mod Z). Daar K£ 0, is Z2<G, dus Z< H. Dus &(mwed 2) >

>H(mod Z), dus G(mod Z) heeft de compositiefactor G(mod Z){mod H(mod Z)),
die S-isomorf is met G(mod H). Hetzelfde geldt dus voor X, dus voor G'.

We beschouwen weer de onontbindbere l-idealen die in directe ont-
bindingen voorkomen, dat zijn de l-idealen Se wzarin e een primitiecve
idempotent is. We zeggen dat twee dergelijke l-idealen Se en Se' tot het=-
zelfde blok behoren als er een eindige rij onontbindbare l~idealen
Se:Se1,Sez,...,Sek=Se; bestaat zodat iedere Sei een compositiefactor bevat,
S~isomorf met een van de compositiefactoren van Sei*1. Deze reletie is
blijkbaar een aeqguivalentierdeatie en. leidt dus tot een irdeling ven deze
idealen in blokken. We noemen de rij Sei een rij die 82 en Se' verbindt.
De volgende stelling legt een verband tussen een ontbinding in eenzij-
dige en in tweezijdige idealen.

Laat 8 een ring met één zijn waarvan de l-idealcn -on de minimum-
voorwaarde voldoen, lazai verder S=A1+...+An de ontbindinc zijn van S in
onontbindbare (tweezijdige) idealen, Dan behoren twec ocnontnindbare 1-
idealen Se en Se' dan en slechis dan tot hetzelfde Tlol als ze bevat zija
in dezelfde A, Dus is Ai de som van een stel ocnontbindbere l-~idealen Se
die tot hetzelfde blok behoren,

Bewijs: Een cnontbindbaar l-ideamal L is altijd bevel in een der Ai’
want Li=AiL<:Ll1Ai is een l-ideaalc A; en L=SL=L +.. +L,.

Uit de cnontbindbaarheid vam L volgt dat alle Lj= 0 zija op &¢n na. Stel
nu ecrst dat Se en Se' tot hetzelfde blok behoren en dat Se¢ &n Se' in
‘verschillende Ai liggen, b.v. Sec:A1, Se'c:AQ. Laat 1=dﬁ+,..+ﬁn met

aie.ai zijn, dan is d; de één van A;. Dus is di(Se)=Se en d1(Sc‘)=O en

dus is geen compositiefactor van Se S~isomorf met een van 73'., Als 8<
een rij is die Se en Se' verbindt den volgt hieruit dat Se. en Se,

. J+1
dezelfde &y moeten liggen en dus dat Se en Se' in dezelfde 4; moeten

e

"y
-y
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liggen. Stel nu dat Se en Se' tot verschillende blokken behoren, dan is
S¢'Se=0, als n.l. Se'Sct O was, was er cecn clement b=c'aef 0 en de
rechtsvermenigvuldiging G(b) induceerde een S-houmomnrfiie tussen Se' en
cen S-deelmodulus £ O van Se, Uit de hulpstelling velgt dat Se en Se’
isomorfe compositiefactoren zouden bezitten. Dus Sc'Se=0., Laat nmu
S=Se,+...+8¢; cen ontbinling van § in cnontbindbare l-idealen £ 0 zijn.
Laat Sef...,Sek1 tot hetzelfde bleok behcren, Sek1+1,...,89k1+k2 tot het -
zelfde blok behoren, mear tot een ander blok den Sc, enz. Noeu T,=
= Se1+...+Se s TQ»Sek1+1+...+Sek1+k2 enz, Dan is S .u‘~9 wls 1K k
i> k,» Dus is (Se;)5<(Se;)T,€ T, en dws is T, een ideun. 21 daar T1 ecr,
som is van l-idealen uit hetzelfde blok is T1 bevat in cen der Aj, Hot-
zelfie geldt voor de andere Tj; dus kunnen we stellen T1=A1,...,Tn=&
Neem nu weer aan dat Se en Se' tot verschillende blokken behoren. We
mogen onderstellen dat Se_Se1c:A1. Dan is Se‘Sei—O voor i‘(k1. Daar
Se'S£ 0, is er een 3;>k zodat Se‘Seaé 0 dus Se' en Se, behoren tot Lut-
zelfde blok en dus gclﬂt Se'C:A met i> 1, dus Se en S@' liggen in ver--
schillende Al

De volgende stelling. geeft een verband tussen ontbindingen in 1-
idealen en in r-idealen.

als 3=Se +..,+qen, dan is S=e1s+...+e S. Het r-iieaal eiS is dan
en slechts dan onontbindbear als ae het is. Als Se en Se, onontbind-
baar zijn, zijn ze dan en slechts dan S-iscmorf als elS en ejs S-~igo~-
morf zijn,

)

Bewijs: Ononthindbearheid betekent in beide gevallen, dat ey pri-
mitief is. Voor het laatcte deel van de stelling nemen we eerst aan dat
S halfenkelvoudig is, Dan is de voorwaarde dat Sel en Bcj S~iscomerf zijn,
dat ze in hetzelfde enkelvoudige ideaal A van 3 lig.en. Dzar SeiCZA
dan en slechts dan als eiSc:A geeft dit de bewering vocr dat geval.In
het algemene geval volgt het door covergang op de restklassenring modu~
1o het radieasal,

Hiermee hebben we voor de ringen met één, weervan ac l-idealeun non
de minimumvoorwasarde voldoen structuurstellingen opge-teld die een ze-
kere analogie vertonen met de structuurstellingen veer halfenkelvouldiys:
ringen. In pleats van de eerste hoofdstelling komt nu e:on ontbinding
in minimale niet-nilpotente l-idealen. Verder voldecen de¢ i-~idealen ook
aan de maximumveorwearde. In de placts van de tweede hoofdstelling kouwt
nu een ontbinding in cnontbindbare idealeny de in zo 'n component beveb-
te minimale niet-nilpotente l-idealen behoren tot hetzelflc blok, Als
de minimale niet-nilpotente l-idealen S-~iscomorf zijr ic dv Ting primcir,
S is dus wel een directe som van primaire ringen, dic elkasr cvenwel nled
behoeven te annuleren. Een primaire ring is een matrizvin over een vol=-
ledig primaire ring; de restklassenring van een vollediy orimaire ring
naar zijn radiceal is ecen scheef lichaam.
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We gaan nu over tot een nadere beschouwing van hypercomplexe syste-

men, Laat S1 en 82 hypercomplexe systemen zijn over hetzelfde grondli-
chaam § ,We definiZren dan een direct product Syx S, als volgt:

Kies een basis y'l"”’}n in S1 en een basis ZiseeesZy in 32 . Laat

1) (2) 2
yiyj Z’: 1jpYp OB Z = 2“3/‘{1(1 q zijn, Nu is S1x S, een algebra over

‘}3 met basis Xix (i=1,... sy k=1,... ,n2) en vermenigvuldigingstabel

B 1-2 4__ J/S% 1(5()1 pq” De associativiteit van deze vermenigvuldi-

ging volgt dlrect uit de associativiteit van de vermenigvuldiging der

y; resp. z,. Dus is S.lx S, een hypercomplex systeem van rang n,n, over
¢ ; de definitie hangt echter behalve van S, en S, ook nog van de ba-
psiskeuze in beide algebra's af, Kiest men echter b.v. in S1 cen andore
basgis y1,...,yn (yl Zdlpyp,ys Z/@s;}y ) dan is ylyJ 2o, PI £ T =

,tl't,]
DI (1)

11;O<3r J/ trs ﬂsuyu Vormt men nu S1>< 82 met de nieuwe basis van

Z":su

S1 dan geldt voor de nieuwe basiselementen X. ik? dat Xlk 31

=y (1) (2)—. . De toevoeging X. ——>2__0(
T g bne ait trsﬁsp(}/klg.x:pq ik it¥4x%r

32 A, X r i s eide systemen, im-
XIK-; ﬂlsxsk 1nduceer‘c echter een isomorfie tussen b ystemen, im

= S (1) (2)
mers k Jji /:1 X u dithr/trs/ﬁspJ/klg ‘Ju‘u_g_
- (1) _
f—;;‘ X it JI‘ trsj/klg. sq” g_‘dl‘f} grxthrl"
=(}’:' 4% tk)("‘ dgrxrl)‘

'7e kunnen dus zeggen, dat, op isomorfie na, S1>< 82 niet van de keuze
van de basis in S1 (en evenzo natuurlijk in Sz)\ afthangt. Laat nu 82 een

één bezitten en kies deze als eerste basiselement, dus z,=1; dan is

(2)_ (2)

¥19= 41k~ qu. De elementen X4 brengen dan een deelalgebra voort
(D .
i3 p1
deze deelalgebra met S, identificeren, een uitbreiding van Sy. Evenzo

isomorf met S1, immers Xi1xj1=‘§: d/ Dan is dus S,x SZ’ als we

is als S,een €én heeft Syx 8, een uitbreiding van S5, Als beide een één
hebben en y,=1; z,=1is, is X',j"X11 157 dus na identificatie is

J—y ZB evenzo 1is X. J——zjyi Een willekeurig element van S.Ix 82 is te

schrijven in de vorml_. 'y Z.y (2. SPLE ) dus 5,x 8,=5,5, en even-

ij 13

Dus voldoet S=5,x 82 in dat geval aan de volgende voor-

Z0 S1x SZ—S S 1

2°1°
waarden:
1o de elementen van S1 zijn verwisselbaar met die van 82,
20 S=38 Szn8281,
3o (s ‘i’ )= (81.?)(82,?) waarin het symbool (A: @) rang ven A over
P voorstelt :

. Door deze drie voorwaarden is omgekeerd een dlrect nroduct ook bepac
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Stel nl, een algebra S over ¥ met twee deeclalgebra's S1 en 52 die aan
1o, 20, en 30 voldoen en laat Yyseers¥y ©D 24,...,2, bases resp. van
1

4

S1 en 82 zijn. Dan is volgens 20 iedere a& S te schri ven in de gedaante

a=Za (1)a (2) net 2) (l)c Door deze in de basiselementen uit te druk-
e

ken vinden we a= ,__J_. oflayl i

een basis van S en zijn dus lineair onafha"*elijk over ‘f) . Als de struc-

De n,n, elementen yizj vormen volgens 3o

tuurconstanten van S, en S, als boven dplab en dV uijn, volgt voor
de ba.s:Lselemt,nL?n)xll?»y 12, van S z?ef): be(ebx,)zln van 1¢ daf XypX 3lm;ylz},_y:‘.&;1_
1 2) 1 2
2, % T =L S is is
=y 1322 = 4__ i3p z{lqyp q ;2 flap qu pq? dus S is isomorf met

'1>< Sg~ e merken nog on, dat uit 3o blijkt, dat het begrip direct pro-
duct essentieel afhangt van P . Vervangen we b.v. $ door ecn deellichaan
2_met (P:2Z)=m dan is (S: Z)=m(S:¥P), maar (842 2)(8,: D)=

=m2(S1;t_T_> )(32:‘1.§ )o Als 8, en S, enen hebben (resp. 1, en 1,) dan is
1=1112 de één van S. Dan is 11—_—11(1112):1112:1 en evenzo 1,=1. Verder
is S 2l 82 ten hoogste ecndimensiona:l, want stel a en b lineair onafhan-
kelijke elementen in S1N S,, dan zijn ze beide zowel in een basis van

S? als in een basis van 82 op te nemen, Uit het bovenstaande volgt dan

2
dat a
ab=ba, Als 81 en 82 dus enen hebben, bestact 81/\ 82 uit de veelvouden
o1,

Als S, een één heeft kunnen we de elementen van Sy% 8, schrijven in
de gedaante Zyibi met bié 82.‘ Dit laat zich nu eenvoudig generaliseren
tot het geval dat 82 geen algebra over P meer is, maar een willekeurige

sy ab, ba, b2 lineair onafhankelijk zijn, maar dat kan niet want

ring, die ? als deelring bevat (b.v. een eindig of oneindig uitbreidings-
lichaam van ? ). Ga dus uit van een algebra A over P met basis igeeeyXy
en een ring S, zodat® bevat is in het centrum van S. Vorm de uitdrukx-
kingen 2 b;x; met b, €S en definieer (- b.xi)+(§: b? .x.)z Z.(b.+b* . )xi

en (3b;x; ) (L bt yx )= T (Z- fiqedsd' )m als xyxg= o} gm. Dat

dit systeem een rlng vormt, is eenvoudig te bew:.gmen en eveneens dat
bij een andere basiskeuze in A een ring ontstaat die isomorf is met de
eerstgevormde. We noemen deze ring Ag. Er is geen verwarring mogelijk
door het feit dat® € S en dus X o, ;¥ met X, € ? zowel in 4 als in Ay
voorkomt, want de rekenregels zijn dezelfde' we mogen dus A als deelverw
zameling van AS interpreteren. We definiéren nu b(?__: b. 1 %4 )=

*Z(bb )x voor b &€S; dan is Ag een S-modulus. Uit deue definitie
volgt Tu—u, bluv)=(bu)v, x(bu)=b(xu) voor u€h, , veiy, x <4, b&s.
Dus is de modulusoperatie verwisselbaar met de rechtsvermenigvuldigin-
gen van As en met de 1inksvermenigvuldigingen met elemenien van ;A'
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Daar Ag ¢en S-modulus is en® < S is Ay ecn P -modulus. Verdei is voor
X EP on u )V EAG: o (uv)=(ew)v=ulotr), Als Ag cen eindig lincaire pang ove:r
P heeft, hetgecn zo is als S e¢on eindig llneaire rang over P heeft, is
AS cen algebra over P . Als Vireees ¥, cen basis van S ove:::"iJ zijn, vor-
men de n@m clementen y x. eon basis van Ag cver P .

Als A ecn &én ¢ ha It is L(Zb X. )m Ze(b x4 )= 20, (\,x )= l_b x; en
evenzo (Eb X4 Je ~2_b1xl, dus e de &én van As. De ulvmm"tbn be (béSZ‘
van AS vormen e n deelring S van AS isomorf met 5, e merken op dat
(be)u=bu en x(be)=bx veor u& Agy x €A, De clenenten var 4 en S zijn dus
verwissclbaar en hev is duidelijk dat als § cen algebra over P is, aan de
cisen 1o, 20 en 30 voor dircet product voldaan is zcdat we in dit geval
;-S:-;-Ax S mogen stellen,

‘ Als A‘i cen declalgebra van A is, mogen we veronderstellen dat

XqygreesX,, Con basis van f‘? is die tot Kygowes®y als basis van A aan te
vullin is. De eluma,nmni blxl vormen dan kc..o.elijk een declsystecm van
Ag dat isomorf is met A‘!S‘ Verder is het duidelijk, dat als A1 een l-—ide-
aal, nilpotent l-ideaal enz. in A is, dan ook A‘IS ¢en l-ideaal, nilpotent
lyideaal enz. in AS is., Dus als AS halfenkelvoudig of cnkclvoudig is, is
A halfenkelvoudig, resp. cnkelvoudig.
Neem nu aan dat S cen lichaam P is, dan is o (uv)=(ou)v=u(gv).

Dus 1s Ap op te vaiten als ecn algebra over P; blijkbaar is (Ap:P)=
=(4: ¢ ). Verder is (A +A2)P_A prhops (A xAz)P"AW’( Ayp en als PC > is
(Ap)s =Ay . Verder is als A= ‘?m cen matrixring is, Ag=S8 . We kunnen dus

-

zeggen:
Een enkelvoudige halfenkclvoudige algebra over P is te schrijven in
.de vorm P o X D, wasarin D cen scheef lichasn is, dat‘.f’ in zijn centrum
bevat; omgekecrd is een dergelijk algebra enkelvoudig halfenkelvoudig,
Laat nu de algebra A over P cen (commutatief) lichaam zijn, dat se-
parabel over 4’ is (d.w.z. ieder elcment van A voldoet azn een irreducibe-~
le algebraische vergelijking met co&fficiénten in P zonder meervoudige
wortels). Laat P een willckeurig uitbreidingslichacn van Cp zijn. Ve wil-
len de structuur wvan AD bepalen, Onderstel ecrst dat P het kleinste nor-
male lichaam over P bevat dat A als decllichaam bevat. (Een algebraische
uitbreiding van een lichaam @ hect normaal als hij met ieder element a
n ook alle anderc wortels van de algebraische vergelijking met co&ffieién~
s ten in P waaraan a voldoct bevat). Als dan (4A: % )=n, dan zijn er precies
w n isomorfiéfn a- a(i s, i=1,.,.,n tussen A en deellichamen van P. Dit zijn
representaties van A door ecnrijige matrices over P, Yeze represcentatics
zijn eqhter direct tot representaties van AP uit te breiden. Als n.l.
colik™ XI(El) dan stellen we 2 X, — 2 ekx(;;) voor @, €P. Dit geeft blijkbasr
weer representatie van AP’ Deze n representaties zijn, omdat ze cenrijige
zijn, zcker irreducibel en niet-aequivalent, Uit de representatietheoriec
volgt nmu, dat, als R het radicaazl van Ap voorstelt, AP(maﬁ R) een direc-
.~ te som is van ten minste n idealen. ~
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Daor de¢ rang van deze idealen over P ten minstc 1 discen (&4 :P) =n,
moct R = 0 zijn, dus Ap is halfenkclvoudig . Als P Willekeurig is, ncome
we cen lichaam 2 D5 P , dat hot kleinstc normalc lichaam bevat, dat A
bevat . Dan is Auz volgens het bovenstaande helfenkclivoudig , maor A =
= (493Z » dus A, is halfcnkelvoudig « Hicrmeo is de volgende stelling
verkregen :

Als A ccn cindig, scparabel lichaam over  is en (& : 9 =ncn?
cun willckeurig lichaam over ‘3 , dan is 49 halfcnkolvoudig -Als P het
klcinstc normalc lichaam over P bevat , dat A bevat , dan is Ap dircete
som van idealcen , dic allc isomorf zijn met P.

/ds voorbeeld kunncn we voor‘? het lichaam der rclle gotallen en
voor P hct lichaam dcr complexc getallen nemen en voor A wcer hetd 11«
chaom der complexe getallen (basis 1,] ; 32 = =1)e Ay bestaat dan wit
o+ B ,C{On(%complox . Door hierin over tc gaan op dc basisclementen
ey =3 + =%ij , €5 5 § ij , zicn we dat Ax,dlrectu gom ig van twee
lichamcn dic clk isomprf zijn me3 het lichaam der complexe getallen,
immers ef =2y 3 048, =504 =C, eg =0y s

D¢ scparabilitcitsvoorwaarde is in hovenstaande stelling noodzakelijk
in dic zin, dat als A inseparabcl is er cen P tc vinden is zodat AI,niet
halfcnkelvoudig is . Kies n.1. P algebraisch afgesloten en stel dat A_
halfenkelvoudig is . Dan is Ay con directe som van lichemen , dic omdat
P algcbraisch afgesloten ig alle isomorf met P en dus n in gatal mocten
zijn . De regulisrc representatie van AP is dus volledig rcducibel en
valt uiteen in n irrcducibcle representatics van dc eerste graad over P
deze induceren ook n verschillerde niet-acquivalente rcprescntatics van
A (door dc reprosentatie van dc tasiselementen is dc hele represcntatic
bepaald) . Daar A ccn lichaam is , is de represcntatic ccn isomorfie;
daar A inscparabel is , zijn er cchter gecn n verschillende isomorfiecn
van A in P mogelijk ; hetgecn ccn tcgenspraask geeft . Dus kan A},niet
halfcnkelvoudig zijn .

Als voorbecld kunnen we voor‘? het licheam :{t) nemen, ontstaandc uit
het lichaam R2 van twec clemcnter door adjunctie van ccn onbepaalde + ,
dat is dus het lichaasm dor gebroken rationale functies van de verandcr-
lijke t met gehele coefficienten, waarmec gerckend wordt modulo 2. Het
polynoom x2 + t is irreducibel en inseparabel ; dc adjunctic van de
wortel Vt van de vergelijking x° + © = 0 geeft P =R( V%) » Voor A ne-
men we hetzelfde lichaam (basis 1,z ; = t) . Dan bezit Ay het nilpo-
tento elemhnx’Vt +a{want (V' t ¢ a )2 0 ) dat , omdat de ring commu—
taticf is » cen nilpotent ideaal voortbrengt. Dus Al,is nlct halfcenkel-
voudlg o

. Ecp . ghkel¥ued1g hhlfenkelvoudig hypemomplex' systeem & oVe¥ whwwy
centrgg; (of ook normanl) als het centrum van 4 bestant uit de
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clcmenten o t(R€$) , m.a.w. , als we zoals we gewoonlijk doen de clemen-
tenat met o identificercn , als ¢ het centrum van A is . Voerder maken
we de afspraack dat als ¢ over cun cnkelvoudig hypercomplex systecem gpre-
ken , we daar ccn cnzelvoudig halfcenkelvoudig syrteem $ 0 mee bedoclesns
Ecn cnkelvoudige algebra A is con nabtrixring Dm over cen schacf lichaom
D . Daar het ccntrum van Dy het centrum van D is , kunnen we ook zeggen
dat A centraal is alscp m,t centrum van D is o Lion cnkelvoudige algubra
is 2ltijd als ecn centrale cunkclvoudige algebra op te vatton door hem to
beschouwen als ccn algebra over zijn ccatrum .

We veronderstellen nu dat A coen willckeurige aelgeora met é¢én is on B
ecn centrale enkelvoudige clgebra , beide over i}*‘. ¢ zullen aantoncn
'1&1: de ddealen van Ax B cencenduidig betrokken kunnen worden op de ideco~
len van A « Laat I’O gen ideoal van A zijn dan is L = LOB = I’OB cen ide-
ool van.Ag . Stel dat X ,....,%, con dusdanige basis van 4 over ¢ is,
dat Xy 4..-.,X, ocn basis van Ly over @ is . Dan is 2 byX; in A als by »
=f; intis en Tbyx; inToals by 4 = .... = b, = 0. Dus bustant ANL
uit dc ulcmentenc,. ﬁlx ¢cn ANL = Ly « Dus is I'OB = Mop dan c¢n slechis
dan als Ly = My . Laat nu I con willekourig ideaal in AX B zijn en Ly =
= AnL cn kies ccn basis Xy 3oe--y X, VOOr 4 zo dat Xy gvee- 9%, Cen bo-
sis vaon I’O is . Het is duidglijk dat ‘I'O cen idecacl in A is c¢n dat LOB CI.
Stel mu Lgp< L cn stel dat & b;x; con olement van L is dat nict in Ly
ligt, dan heceft T"’ b duze cigenschayp ook en ten minste cen der b:3 (i=
=r+1 4...., n ) is 4:0 . Stel nu dat bixi1 + e + bisxis ; 'bij:rl- 0,

is 1 : L
g. = r+l 4..., n ccn clement van L waarvoor 8 de klecingtc positieve waar~
¢ heeft (de bis hoeven niet dezelfdc te zijn als de voorgacnde) » De

elementen b (b Xy ot oeee. k bi i ) en (’bl X4
11 44 11
ren tot L voorcen willekecurige ba_B Hicruit volgt Ant de coffiicitnten

van X4 in de clementen van deze soort samen met O in D con ideaal :{:0
1 :
vormen; dus is , omdat B cnkclvoudig is , b. willckcurig« Dus bovat L
14

+ttv +b' » ) bthQ*‘
lS]S'S

cen clemont xi1 + 'bé Xg *oaee ¥k b’ Xi cn dus ook ‘b(x i, + b*xl + eer +
+ ‘béxis) - (xi1 + ‘bé;ss:j_:2 oo+ by s)‘b aZ(bb' - b’u)ll . ZDax.«r 8

minimacl is is bbs ’b"jb en dug omdat B eentraal is , is 1};’-‘ = /%’3 & ‘?

Dus bevat I het element xi1 +/32x12 + ven @sxis dat tot A bchoort . Dit
is in strijd met het feit, dat Xgs -+« ¢ X, ccn basis van Ly is en dat
I’O = LN A. Deoarmee ig bewegen:

dls A coen algebra met één is cn B cen centrale enkelvoudige algebra
dan is dc afbeelding I’O - I‘OB cen ecneonduidige afbeclding tussen de ide:

len van 4 en diec van AX B.
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Hicruit volgt dircet:

uﬁs A cnkelvoudig is en D ccntraal cnbelvoudig dan is Ax B cnkel-
vouulJ.

Alz in het algencne geval It het radicanl ven AxB ig, io Rg = .
= ANR cen nilpotent idcaal in A cn dus bevat in het radicaal R(’) van .

A. Aan dc anderc kant is RéB ecn nilpotent idecaal in A x3B, dus RéJBC 1,
Dus is Rb = RO. Hicruit volgt:

Als 4 halfenkclvoudig is en 3 centrasl enkolvoudig, dan is Ax B
halfenkelvoudig.

Ms ¢ = Zbixi cen eclement van A XB is dat verwissclbaar is mct
allc b€ B dan is Z(bb; = byb)x; = 0 dus bb; = b;b dus b;& Pen ¢ A
Dus is het centrum van Ax B het centrum van A. Dus:

Als A cen algebra met één is cn B coentraal ecnkelvoudig dan zijn do
clementen van A de enlge van Ax B dic met de cleomenten van B verwiso. -
baar zijn. Als A ccentraal enkclvoudig is, dan is ook Ax B contraal cr--
kelvoudig.

Een cindig algebraisch uitbreidingslichaam P van P ig op te¢ vatten
als cen cnkelvoudige alzcbra over ‘§’ » Als A con centrale cnkelvoudige
algebra over ¢ is, volgt uit het bovenstaande, dat Ap crnizelvoudig is.
Uit het bovensgtaande volgt verder dat het centrum vau AP het centrum
van P, dat is P zclf is. Dus:

Als A ccn centrale cnkelvoudige algcbra ovcrq) ig ca P cen cindige
algebraische uitbreiding van ‘P , dan is AP ook cnkelvoudig cn mits op~
gevat als algcbra over P ook ccntraal.

Als A eccn algcbra met één over Piscn (4 :P) = n, dan zijn voor
cen af& A de (n+1) clementen 1,8,,32,...,3.“ lineair afhankclijk ovcrci’,
dus & voldoect aan cen algobraische vergelijking £(x) = 0 met coaffi-
cienten in ?’ Zr is dus blijkbaar ook een cenduidig bepaald polynoom
g(x) mct coéfficienten in ‘P en coéfficiént 1 bij dec hoogsic graad cn
van laagst mogelijke graad, zodat g(a) = O. Dit polynoom heet het
minimale polynocom van a. Als P ccn uitbj':-eidingslichaam van C}’is en
a€ A dan is het minimale polynoom van a alg clement van de algebrgx Ap
over P hetzelfde alg dat van a als element van de algcbra A over ’LP s
Dit volgt direet uit het feit dat cen stel lineair uvnafhankelijke cle--
menton van A £ o.v. E}) ook lincair onafhankelijke clementcn van Ap
» %.0.v. P zijn (necm ze in ccn basis op). Als A cen schecef lichaam is,
is het minimale polynoom van ccn clement a irrcducibel; immers uit
g(x) = h{x)k(x) volgt 0 = gla) = h(a)k(a) en omiat & gecn nuldelers
hecft is h(a) = 0 of k(a) = 0. Als a§§ ¢ , is dc graad van g(x)> 1.
Necm mu ccn uitbreidingslichaam Pvan 9, wacrin g(x) rcducibel wordt
(b.v. ccn lichaam waarin g(x) = O con wortel heeft), dus g(x) = h(x)k(x),
In Ap geldt den O = g(a) = h(a)k(a) cn omdat g(x) het minimale polynoon
van a is, goldt h(a)#0 en k(a)# 0, dus Ap heeft nuldelers. ‘
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Necem nmu cen centrale enkelvoudige al:cbra over 4’, dan is A cen ma-
trixring K, waorin K ccn schesf lichaam is met ¢ «ls contrum. Dus

(2 :9) = mZ(K :‘?). Volging het bovenstarnde iz, ols K)ﬁ?,q’zc uit
tc breidén tot con licheam P, dat KP geen scheof lichaan ig. Omdat
centroal cenkelvoud'lyg over P ig, is KP centroal onkelvoudis over P dus
¢en matrixring K& med m1> 1 ¢n K' cen scheef lichawn met D cls cen—

trum. Verder is (K:P)=(K :P):m%(K;P).Dit proccs is voord e zetten tot
het scheve lichaam met zijn ecentrum samenvelt. Hicruit volyt, dat
(& :?) cen kwadract is. Dit geeft dc volgondc stellingen:

Zen scheef lichaam van cindige rang over zijn centrum P(on dus oo,
icdere centrale cnkelvoudige algebra over @ ) heeft cen rang over ¢,
dic cen kwadroat is.

Bij icderc centralc cnkelvoudige algcbraﬁ.over?ﬁﬂ con cindig uit--
breidingslichaan P van‘? te vinden, zodat AP = Pm cen matrixring o-
ver P ois.

We nocnicn con uitbreidingslichaam P van §’, zodat Ap, = P, cen
splitsingslichaem (splitting ficld; ZerfEllungskirper) van .

/e beschouwtn nu cen z.g. ropresentatic doer mairiccg van cen algebra
A ovcrf? in ccn scheef lichaom K. Dot is cen homomorfc afbeelding van A
op ccn declring van dc matrixring‘Km. Hicrbij wordt verder vcronders
stcld dat K ook con algebra over Pis cn dat de homomorfic cen ¢ —ho-
nmomorfic is. D¢ matrixring Km is op te vatten als de ring van dc linc-
airc tronsformatics van ccn m-dimensionale vectorruimbe R over het
scheve lichaan K' ,det invers—isomorf met K is. Zo opgevat valt desze
repregentatic onder het vroegere algemene representaticbegrip: homo-
norfe afbeelding van cen ring in de endomorfiedénring von ccun additicve
grocp. Op grond van dc¢ representatie is R dus cen A-modulug. We ncmen
aan dat A ccn é¢n bezit en dat deze in de reprcescntatic met de iden-
ticke transformatic (de cenheidsmatrix) overconkoot. Ve kunnen nu R
ook opvatten als Ax K'-modulus door voor cen clemnent biai ( a; cun
basis van L on biegﬁ‘) tc definicren (iibiai)x =5:bi(aix) VoOor X&R.
Dat dit indecrdaad aon de modulusvoorwaorden voldoct is naklelijk in
tec micn (bedenk dat in Ax K' dc elementen van 4 or van X' verwissel-—
baar zijn). Omgekeerd is icdere Ax K'-podulus tovensg A-dodulus; als do=
z¢ AxK'-nodulus cen veetorruinte over K' is, is wegens de verwisscl-
baorheid van de clenenten van 4L en K' de can cen clieneut van L tocgow
voegde homonorfic cen lincaire transformatic van dcze veetorruimtc. Ne-
men we nu aan dat 4 cnkelvoudig is c¢n dat van A en ' (of ) minstens
¢cn van beide normocl over f’is, dan is A ' ook cnkclvoudig. Uit do
rcpresentatictheoric volgt dan dat alle irreducibele A»(K*mmoduli ‘

A XK'-isomorf zijn en wel alle met ecn irreducibel l-idcaal van Ax K!
cn dat cen AxK'-modulus volledig reducibel is. Hicruit volgt dat twee
irrcducibele represcntatics van A door matrices van da grand_Q*in,KQ«'l
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acquivolent moeten zijn en dan hetzelfde ook voor reducibele represcn--
tatics door splitsing van dcze in irrcducibele. Omdat A cenliclvoudiy is
iz d¢ represcntatic con isonmorfic. Twee iscmorfe cnkelvoudige deelris:--
gen van K zijn uitcraard op te vatten als reprcegenteotics van coen zel
de ¢ 1*”~lvauﬁi{;c, algebrn A. Verder heeft iederc centralce nn‘wlvaudm{x

alocbhra cv\,r‘? d¢ vern Kn Hiermcc is de volgende stelling verkreren.

Als A,l en AQ iscmorfe cnkelvoudipge deeclelgebrota, die 1 bevatten.
van de centrale enkelvoudire algebra B zijn, dan ig icdere igomoriic
tuosen A‘l en AQ uilt te breiden tot ecen inwendise cutousriic van D.

Het is n.l. dc inwendige automorfic met het element ven B dat de
acquivalentie tussen de twee representatics tot ctonl brengt.

Door gpecian A,.‘ = A‘Z = B tc ncnen vinden we: &

Iclere auvtomorfic van cen centrale cnkelvoudige clgebra over ¢, ¢
de elemcnten van @ invariant laat, is cen inwendige autonorfie.

Reren we nu terng ftot de represcntatic van A door notriecs in K en
nemen we meer ooan dot A cnkelvouwlig is en L of K coutroclse Doan is
AxK' enkclvoudig cus AXY = DS cen nmatrixrin, over con scheefd li-
choon D, Ben willekeurige represcntatie is volledig radueibel en cen
irrcducibele representatic gecft aanleiding tot ccen irredueibele Ax X'
poculus die igomorf is met ccn irreducibel l-idecanl van AXK's Dezme
zijn ook K'~moduli en dus isomorf met cen directe som van irredweibele
K'-moduli; noem het aantol daarvan he Omdat XK' cen scheef lichaan is,
is een ireeducibele K'-modulus eendimensionaal. Een irreduclbele AX K'-
modulus is dus h-dimensionaal over K' en een representatie van 4 door
motrices van groad N in K bestaot .dan en slechts dan als h)N. Verder ..
Ax K' zelf ock cen AixK'-modulus (reguliere rerrcsentatie) en deze ig
¢irecte som van s irreducibele Ax K'-moduli. Dus Ax K' heeft dimensic
sh over K'. fAan de andere kant is, als (4 :§) = n,
ook (AxK' :K') =n, dus n = hg, dus h is tc vinden ols

Necm mx cen eentrale cnkelvoudige algedbra Kn over (Jb en c¢en cnkelvou-
dige declalgebra A van K.+ dic 1 bevat, don is a—ea voor o €4 cen re-
presentatic van L duor matrices van do groad moin K. Als weer (A :?):
=nen AxK' = TJ dan io volgens het voorsnanie n = hg en h\m. Noenia
we m = hl, dan ig nl = hls = ma, dus n|ms.

Het is cenvoudig in te zien, dat (PXQ)' = P o' (stecds geeft cen
acccht dc vorming van de inverse ring can). Dus is ook A'X K = Dé eq
matrixring over cen scheef lichaam DY.

We kunncen dit ook toepasscn voor A = Km Dan is ;x‘ AY = ﬂ.xKn
=D_ cn n|sm. ian de anderc kant is (Ax4'’ :P) = v, avs §a” \nz,
- dus smkn Hieruit volgt sm = ncen D =9. |

Het directe product van een eentrale cnkelvouwdize lgebra A overd
met zijn invers-isomorfe algebra is een matrixring over (P(A x:‘;‘:‘?n)z

-

]
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Necmt men specical cen eaniiclveudige declalgebre 4, dic 1 bevat,
van ccn centraal scheef lichazn K (dus m = 1 ia hot bovendtaande),
dan is s}n cnl n}s dug n = g cn AXK? man

Als B cen deelalgebra ven cen clgebra A is nocmen we de declalge--
bra van .4 bestoonde uwit dic clementen van A dic met alle elementen v
B verwigsclbanr zijn de centralisator A(B) van B in A. Ve nemen arn
dat 4 cenn édén heeft. We besechouren de endeomorficenring van de addi-
tieve grocp van 4. Daartoc behercn de linksvermeniyvuwldigingen a, o
de rechtgvermenigvuldigingen o, met clementer van L. Noen *1 l¢ rin-
van de links- cn Ar de ring van dc rechtasvermenigvvldiszingen von UL
Noon voor cen deelring P van 4 Py resp. P, de ring van de liuks
regp. rechtsvermenigvuldigingen net elementen van T Dan ug Tl ley
merf met P en ?r invers-isomorf met P omdat A ccn één heeft. Verdos
is Ar de ring van dc Al-endomorfieﬁn en Al de ring der Ar—en lomor~
fieén. Als P cen algebra over P is, zijn P, en P, ook als algebra's
overfﬁ op te vatten. Nu is de ring van de LﬂﬁGMDTflOLn verwisselbaar
met die van 4, on ? juist :IETi Want can do¢ onc kont is cen eni.-
morfic uit ETB) v»rwzsselb war met de endomorficen uit nr en ﬁl.

Neem cen endomorfie C verwisselbaar met do cndemorfieccn ult Ly, cn EL
dan is C = c; en vegens de isomorfic van 4y en 4 is cEA(B). als P nu
1 bevat, bevat de cndomorfietnring Arﬁi = ByA, Ay enAYi"Dus dan is
EIETi de ring van de ArEi~endomorfieén. Neem nu aan, dat 4 eentraal
enkelvoudip is en B enkelvoudig is en 1 bevat. Dan is Arﬁl homomoxiE
beeld van A'X B, maar A'X B is enkelveudig, dwus dc homomorfic is een
isomorfie. Laat 4'X B = E_ zijn, deon is A By = 4.xBy=E  woarin B
isomorf met E is. Nu is .\ ecen Eé~modulus en wel ccn van eindige linoe
cire rang over ﬁs omdat Ar’ = Av Dus is dc ring van de ﬁswendomorfio;:
tc sehrijven als E{, waarin E' invers-isomorf met § (dus met E) is
cn verder is st de dimensic van 4 over E en E| dc ring van de Ef-cn-
domorfiecn (zic dlz. 30 en 31). Dus ETETl = ﬁ% cn i(B) = B} waarin '
invers~-isomorf mct I is. Nu bepolen we A(A(B)). Evident is dat
B& 41(i(B)). ils c€a(i(B)), dan is ¢, ecn E.E-«undomorfie, dus oy € E
A,)(E'. Omdat ¢, vorwisgelboar is met allc elemanten van Ay, geldd
c, € l(zm blz 50), dus ceB, dus 4(4A(B)) = B. Woen (i 1 P)
(E :P) =c. Danisn = (4 : ENE :P) = ste. Omiat A(B) = Bf, is
(4(B) :P) = et. omdat {(A' % B) = By, is ((fx'xB) 19 =n(B : P
= 992. Dus n{B : PIA(B) : P) = %62t 2 0% = a(A ), dus |
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(B :9P )& (B): P) = (4 P ). Hiermede is de volgende stelling ver-
keegen: )

Als A een centrale enkelvoudige algebra over 931' en B een enkelvou-
dige deelalgebra van A die 1 bevat, als A( B ) de centralisator van
B in A voorsteclt en A' een algebra invers-isomorf met A, dan geldem
de volgende beweringens
19 A( B ) is enkelvoudig en bevat 1,
2° A(a( B)) =B,

39 418 Bx A' = }’38, waarin T een scheef lichaam ig, éan is A{B) = E't,
waarin I' invers—-isomorf met I is,
4%, (4 : P ) = (B: P )(u(B): D).
Neemt men in bovenstaande stelling aan dat B ccmnut tief is, dan is
.A(B) SBen (L :P)=(3:®)am :P)> (3 $ )2, Neem nu voor
A een gcheef lichaam en voor B een commutatief lichamm,

Als dan A(B)> B, dan kiezen we een a & A(B),a & B,
dan vormen de rationale functies van a met coBfficiénten in B een
lichaam B(a) > B, Dit procédé kunnen we voortzetten tot we een lichaam
X gevonden hebben, waarvocr A{K) = K, Als omgekeerd bij een lichaam
B A nog een lichaam C ¢ A te vinden is zodat C > B, dan is A(B) D C,
dus A(B) > B. De betrekking A{B) = B karaktertseert dus onder de lichamen
van A de maximale deellichamen, Voor e.n dergelijk maximcal deellichaam
geldt dus (A ‘}b )=(B ; @ )2. Dit bewijst nogmaals dat de rang van een
scheef lichamm over zijn cenirum een kwadraat is, benevens de volgende
stelling:

Als de rang van een scheef lichamm over zijn centrum 52 is, dan is 4
de rang van ecn willekeurig maximeal (commutztief ) deellichaam.

Men noemt & de graad of de index van het scheve lichaam. Bij sche-
ve lichamen is, anders dan bij commutatieve lichamen, de grazad dus niet
hetzelfde als de reng. Van een matrixring over een scheef lichaam noemt me
de index de index wvan het scheve lichasm.

Als i een centrale enkelvoudigze algebra over ¢ ig, fus A = m’ S de
index van D, dan is (A : & ) = ( Sm)2, Stel nu dav 7 esn deellichasm
van A is, datibevat en zodat (K : 9@ ) = dm (of A zo' . deellichaam
bevat laten we voorlopig in het midden). Ult A(K) > X en (dm )2 =
= (A3 P)=(X:P)AaX :d)> (cfm,) volgt A(X) = X, dus K is een
maximaal deellichaam van A, Nu is (zde blz. 52 onderran) K X D =
=K'x D= ES en si Jm, Jms ms, dus 5} g, Omdat U gentraal enkel-
voudig is, is het centrum van K X D het centrum van K, dat is K zelX,

Aan de andere kant is het centrum van E bevat in E, dus K C E.

Verder is KX 4 = E_, dus ((K x A) : fI’ ) = (8 : 9 M dn )2 =(BE:P )=

='(sm)2, Omdat (E : P )< {E :9 ) en d« s, moet dus K = T en &8 =4 zi, .

Dus is AK Ax K =K S we d.w.z. K iz een splitsingslicuaanm van A,

We merken op dat dezelfde lichamen splltaingsllchamen ‘wm A envan D mw
Alsn,l, EKsplitsingslichamm ven D is, den natuurlijk ook van A. Gm,gakeard@fi




als K splitsingslichaam ven A is, dus Ap = K, den is Dy =L
D centraal ig dus Ay = L ,. Hieruit volgt L = K( zie blz, 3
iecder geval is hier L > K), dus K is splitsingslichawn van D, Hiermee

is de helft bewezmen (n.l. het “"voldoende')van de volgende stelling:

- Nodiyg en voldoende opdat een eindig uitbreidingslichaum K van $

ecn splitsingslichaamis ¥ ecn centraal scheef lichaan D over $ van index?
is dat de rang £ van K over (}’ een Vé@lVOlld nd ven & is en dat X iso-
morf is met cen deelalgebra die 1 bevat van Dm‘

We togen nu aan dat de voorwamrden nodig zijn. Lact K dus een split-—

singslichaam van D zijn, dus DX K = Dy = K¢ . Lan is (zic blz. 52)
(5! (L :P) =, dus £ = § n. Verder bestaat er een representatie ven
K in B‘m, dic omdst ¥ een lichaam is ecn isomorfie is en bij de invers-
i,somorfie tussen L“m an Bm ook isomorf afgebeeld wordt.

Speciaal ziin de mpavimale deellichamen van D dus snlitsingslichamen
van D en natuuriijk oolr hun eventuele eindige algebraische uitbreidingen.
Neemt men een maximaal deellichaam L dat @ bevatvEleen matdxring DN' dan
is omdat D centraal is L X D enkelvoudig dus L X Dy = ¥, ecn matrixring;
dus L X D'y = A'  en Du(L) = E_. Omdat L het centrum van Dy(L) is, is
LCE, Als L < E, zou er een deellichaam van Oy zijn> T dus L =% en
Lx ]JN = Ln, é¢us L is splitsingslichaam van D. Omgekeerd volgt uit boven~
staande stelling dat ecn splitsingslichaam van eindige rang over P ook
maximaal deellichaam van een DN is. Dus )

Nodig en voldoende opdat een eindig uitbreidingslichaem K vanCPeen
splitsingslichaam van een centraal schecef lichaam D over & is, is dat K
isomorf is met ecocn maximaal commutatief deellichaam, dat P bevat, van con
la’srixring DF,. ,

We kunner; nu ecn vroegere stelling (zie ¥lz. 50) nog wat uitbreiden:

Als A een centrale enkelvoudige algebra over ® is en P een willekeu~
rig uitbreidincsiichaan van C}t‘ , dan is AP enkelvoudis en mits opgevat
als algebra over ¥, ook centranl,

Bewijs:Ncecem een splitsingslichaam K van eindige rang over @en een
lichaamy  dat zowel P als X bevat. Dan is Az;z(AK)IZ =(KnL‘: =Zn, dus
A?: is enkelvovdig, maar A :=(AP)Z » dus Ap is enkelvordig, Verder is

3 het centrwn van A dus P het centrum van Ap.

]
We passzen de ver}f:iregen resultaten nu toe om twee klassiecke stellingen

te bewijzen. Allereerst nenmen we <P algebraisch afgeslolbten en een hyper-
complex systecm K over fP dat cen scheof lichaam is, Als K>9, dan bevat
K zeker ecn deellichaam >4) y immers als K centraul is van index rS , dan
bevat het o.n lichaam van rang cS over ‘P en als K niet centraal is dan
is sijn centrum een lichaam>q:> . Omdat §’ algebraisch afzcsloten is heeft
‘i’gaen echte algebraische uitbreidingen dus K}‘?’ is omiogelijk. Het
enige hypercomplexe systeem over cen algebraisch afgesloten lichazm <}>,
dat een schecf lichaam is, is dus ‘? zelf, Necu nmu yvobrq}het lichaam van

de reéle getallen of algemener een redel afgesloten licheam in de zin van
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Artin en Schreier (Abh.Math,Sem.Hamburg 5 (1926), 83-115 of B.L.van der
; fHaprden, Moderne Algebra I, 2.4ufl, § 70). Dan zijn d- enige algebraische
uitbreidingen van P Pzel” cn hict lichaam der comploye getallen 43(1).
Neem nu ecn hypercorplen systcem X cvcrﬁb dat cen schoed lichaan is, Als
K niet ccntranl is, is het centrum van X cen 1ichaam;>§p, dat dus sllecn
§>(i) kan zijn. Omdat P (i) algibraisch afgesloten is, en K als algebra
over $ (i) op te vatten is, is volgens het bovenstaande K= @ (i), Onder -
stel nu K cenirmal over P van index 6 . Dan bevat K cen deellichaam van
rang'5 over ?’. De enigc mogelijkheden doarvoor zijn‘?’zwlf, dus 5'31,
en ?’(i), dus S =2, In hes corste geval is K= @ . Het tweede geval be-
schouwen we nu nader, Ir geldt dan <« P (i)<K. De afbeclding dic aan
cen complex gcetal zijn geconjugecrd complexe tocvoegt (11, i--1i) is
een automoriie wvan é’(i), diec tot een inwendige automorfie van K is uit
.te breiden (zie blz, 52). Ir is dus een ué€X, zodat win” 'e-i of ui=—iu.

Omdat P (i) commutaticf is, geldt u<$J?(i). u vormen de vier elementen

1,i,u,iu een basis van . Stcl n,1. of g+ X pit oyur X, iu=0, dan is (ot i)+

+otyt &, 1)u=0. Als ol y+ o1 0, dan is u=—(oty+ o, 1) et roti) € P(1),

hetgeen niet zo ig. Dus o{3+ci4izo, dus ai3= O%:O ¢n dan ook oL +ohi=0,

dus 041:<X2=0. Dus zijn 1,i,u,iu lineair onafhankelijk t.o.véQP en daar
" en daaruit
volgt dat u2 get de vier basisclementen em dus met alle clcmenten van K
verwissclbaar is en dus u2=<x.6‘?, omdat K centraal is. Dus voldoet u aan
de vergelijking xg—cizO cn omdat ueﬁ P is Xgutx het minimale polynoon van
u, Omdat K een scheef lichaan is, is dit polynoom irreducibel, dus o £ 0.
Vervangt men nu u door j=(- o) %u, dan is 32=~1 en de tot nu toe afgelei-
de ecigenschappen van w zijn ook geldig voor j (met « =-1). Dan vormen
14i,J,1ij=k ecn basis van K en i2=j =~1, ij=-ji. Met bchulp hiervan is
do¢ vermenigvuldigzingstabel makkelijk aan tc vullen tot die van het qua~
ternionensystecm, Hiermee is de volgecnde stelling verkregens

i? W

% lie

. . 2. o
X rang 4 over ® nceft voraen ze cen basis. FHu is uSi=-uiu=iu

Stelling van Frobenius: De enige hypoercomplexe systenen over het 1li-
chaam der refle getallen ,dic scheve lichamen zijn, zijn de systemen der
rele getallcn, der complexe getallen en der quaternionen,

Deze stelling is nog icts te generaliseren door G- cig dat de systo-
men scheve lichamen zijn te vervangen door de schijnbazr zwakkere eis
dat zc gcen nuldclers hebben. Deze generalisering is nict essentieel,
want ieder hypercomplex systecem zonder nuldelcrs is con scheef lichaanm,

Het systecm moet n.l, in dc cerste plaats halfenkelvoudig zijn,want een ni’
 potent elcment ¥ O geeft aasnleiding tot nuldelcrs. Alg halfenkelvoudig
'syateem is het ecn directe som van elkaar annulerende enlclvoudige rin-

gen, maar als er meer dan &én component £ 0 in de direcuc stm is gecft

dit weer aanleiding tot nuldelers, dus het systecu is erkelvoudig.. Als
enkclvoudig systecm is het ecn matrixring over ecn schee! lichaam, maar
cen matrixring van graad > 1 geeft weer aanleiding tot muldelers (b.v.
e‘iggazg), aus het systeem is cen schaaf‘lichaamw |
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Nu willen we bewijzen dat alle scheve lichamen met eindig veel ele-~
menten commutatief zijn. Daartoe behandelen we eerst een hulpstel-
ling uit de groepentheorie. Laat G een eindige, multiplicatief ge-
schreven, niet nocdzakelijk commutatieve groep zijn en H een onder-
groep van G. Noem g de orde van G, h de orde van H en s de index van
H, dan is g=hs. Voor iedere aé& G heeft de met H geconjugeerde onder-
groep ea.H:a,'"'l dezelfde orde als H. Als a en b in dezelfde linker neven-
klasse van H liggen, is aHa =be"1. Het aantal verschillende gecon-
jugeerde groepen van H is dus = g, Stel nu dat ieder element van G
in minstens een der geconjugecrde groepen van H ligt, dan volgt uit
g=sh, dat er s verschillende geconjugeerde ondergroepen moeten zijn,
die ©bovendien nog alle verzamclingstheoretisch disjunct moeten zijn,
Twee condergroepen van G zijn echter nooit disjunct want ze hebben
de 1 gemeen, dus moet s=1 en H=G zijn. Dit geeft de volgende stel-
ling:

Als G een eindige groep is, H een ondergroep van &G en ieder
element ven G in minstens een der met H geconjugecerde ondergroepen
van G ligt (d.w.z. bij ieder element a van G cen element b van G en
een element ¢ van H te vinden is, zodat a:bcb"1), dan is H=G.,

Meem nu een eindig scheef lichaam K, Het centrum CP van K
is ecn lichaam en X is op te vatiten als een ceantrale algebra over

$ .Laat (K: P)= §2 zijn, dan is de rang over ¥ van de maximale deel-
lichamen van X, die @’bevatten, gelijk aan 5 . Ze hebben dus alle
evenveel elementen en zijn dus volgens een bekende stelling over ein-
dige licheamen isomorf, Verder gaan bij deze isomorfie de elementen
van ¢ in zichzelf over. Deze isomorfie is dus uit te breiden tot

een inwendige automorfie van XK. Dit is ook zo uit te drukken, dat,
als we multiplicatieve groepen beschouwen die ontstaan door uit X

en zijn deellichamen het nulelement weg te laten, de ondergroepen

die behoren bij de maximale deellichamen van K alle geconjugeerd zijn.
Verder ligt ieder element van X in een maximaal deellichaam van X,
want als afX dan vormen de rationale functies van a mét'coéfficien-
ten in P een deellichaam van X, dat P bevat, en ¢ it is weer uit te
breiden tot een maximaal deellichasm van K dat ¥ bevat. Nu vinden we
uit bovenstaande hulpstelling, als G de multiplicatieve groep be-
horende bij K is en H de ondergroep van G behorende bij een of ander
maximaal deellichaam L van X, dat‘?’bevaﬁ, dat H=G, dus L=K is, omdal
ieder element van G in een geconjugeerde ondergroep van H ligt. Uit
L=K volgt echter dat X commutatief en d =1 is, waarmee de volgende
stelling bewezen is: |

Stelling van Wedderburn: Alle eindige scheve lichamen zijn
commutatief, . | | | &




